CHAPITRE 1

DES SAVANTS GRECS AUX GEOMETRES FRANCAIS DE LA FIN
' DU XVII] EME SIECLE

1.1 La problématique de 1'espace

Une réflexion sur toute activité humaine débouche aussitot
sur des questions de nature métaphysique, centrées autour de concepts
encore imprécis. On pourra par exemple prétendre que nos décisions
et nos actes sont gouvernés par la régle de simplicité, ou qu'ils
visent 3 assurer une plus grande stabilité de notre étre, tout en
s'effectuant avec la moindre dépense d'énergie. Qui peut aujourd'hui,
dans un énoncé rigoureux, expliciter les concepts de simplicité ou
d'énergie ?

Nul cependant ne met en doute 1'intérét de ces affirma-
tions de portée générale, ni, par conséquent, ne conteste la valeur
heuristique des concepts employés. Dans la mesure ou ils sont 1'expres
sion de faits tangibles du monde physique, on peut espérer qu'a la
Tongue, des formulations de plus en plus précises leur seront trouvées
qui rendront ces concepts et ces énoncés beaucoup plus opérationnels.
Peut-étre en viendra-t-on & considérer comme plus simple qu'un autre
tout déplacement accompli sur une trajectoire le Tlong de Tlaquelle
la dépense d'énergie pour aller de A a B sera la plus faible possible.
Admettons qu'on parvienne a résoudre les nombreux. problémes  qui
sont cachés derriére les concepts de simplicité, d'énergie, et la
mise en oeuvre du critére structurel d'extrémalité. Nous nous trouve-
rons alors confrontés aux difficultés soulevées par 1'origine physique
des régles structurelles, ou par les formes de réalisation concréte
des énergies mises en jeu. Considérer les structures ou les expres-
sions mathématiques de 1'énergie comme appartenant a un univers souve-
rain d'Idées est un tour de passe-passe qui ne peut en aucun satisfai-
re 1'esprit, @ la recherche d'une sorte de compréhension totale des
choses de ce monde. Cette compréhension permettrait alors d'expliquer,
A naradoxe. le bpourauoi de cette quéte chimérique, et révélerait



les raisons qui ont présidé a la construction de 1'univers des Idées.

Avant que ne soit mise en évidence 1"importance de 1la
structure, celles du nombre et de 1a forme avaient retenu 1'attention
des premiers physiciens-mathématiciens. Derriére la forme se cachait
une notion plus profonde: Platon, qui déja reliait la notion de nombre
A celle de temps, avait reconnu le caractére tridimensionnel de 1'espa-
ce ambiant, 1'importance de 1la notion d'espace a travers celle de
[Meu:

Enfin, il y a toujours une troisiéme espéce, celle du lieu, qui n'admet
pas do destruction et qui fournit une place 3 tous les objets qui naissent (Timée,52¢)

Comment ont pu étre créés I'espace ou les espaces physi-
ques, quelles en sont les propriétds ? Les mathématiciens sont bien
Incapables d'apporter des explications. Par contre, 1ils ont congu
des modéles d'espaces. L'étude de ces mocéles est 1'objet de ceos
chapitres importants des mathématiques constitués par la topologie
géneérale et la géométrie différentielle.

IT n'existe pas, semble-t-il, d'ouvrage philosophique
complet traitant de 1'évolution de la conscience spatiale au cours
dos siécles. L'expression instinctive inconsciente de 1'espace est
pourtant présente dans tous les langages humains. Le philosophe E.Cas-
sirer a insisté, davantage peut-étre que Tles Tlinguistes eux-mémes,
“urla place occupée dans le langage par les notions spatiales. Les
Inguistes n'ont guére tiré de conséquences de la conservation néces-
salre, au cours du récit, du cadre spatio-temporel a 1'intérieur
duquel se déroulent les événements. Un ouvrage moderne sur les univer-
saux du langage, édité en 1963 par Greenberg, ne contient qu'un court
paragraphe sur la "place deixis".

Seront examinées dans ce chapitre, trés briévement, les
conceptions physiques et mathématiques de quelques savants parmi
les plus marquants et dont 1'oeuvre est antérieure au dix=neuviéme
stécle, Nous verrons avec intérét et surprise combien sont modernes
certaines de ces conceptions. Dans une large mesure, le contenu de
Ce chapitre s'appuie sur les ouvrages passionnants de Pierre Duhem
(1861-1916) et d'Alexandre Koyré (1892-1964),

L'étude des propriétés de 1'espace a 6té la prvw‘gnn
a requérir toute 1'attention des hommes de sciences, De maniére incons
te, mais en toute Tlogique, les savants ont commencé par attaquer
le probléme primordial, le probléme topologique. I1s ont 6L& confron
Lés aux questions suivantes:

I. L'espace est=i1 une substance ou non ?

2. L'espace est-i1 fini ou infini, et comment faut-1l
concevoir 1'infini ?

3. L'espace est-il mobile ou non, et si oui, de quel
les maniéres et selon quelles lofs 7

4. L'espace est=i1 continu ou non, et comment faut-1]
concevoir la continuité ?

5. L'espace est-i1 divisible ? S1 ouil, de quelles
maniéres. Quelles sont les propriétés des “compar
ties" de 1'espace, et peut-on les atteindre ?

IT est inutile d'insister sur 1'importance des réponses
a4 ces questions pour Tla physique. Elles ont joué un role capital
en mathématiques:

I. dans Ta définition des espaces géométriques,

2. pour la conception et la définition de la notion
de limite, la maniére de 1'atteindre, ot, par
voie de conséquence,

3. dans 1'étude des propriétés topologiques de R .

Les théories de G.Cantor (1845-1918) et de A.Robinson
(1918-1974) consituent, du point de vue mathématique, les points
d'aboutissement des travaux de la période prétopologique.,

1.2 Sur la nature substantielle de 1'espace physique

Depuis 1'école de Démocrite au moins (460-370 environ
AJLCL), Tes savants ont eu tendance & se diviser en deux qroupes
les atomistes d'une part, les continuistes de 1'autre. Le vide n'exis
Lo que pour les premiers, Les seconds sont plus nuancés, La différence
de conceptions s'allfe souvent avec une différence de tempérament
Les atomistes auraient tendance A& trancher davantage: vide ou ne

pas 1'&tre. T1s fnclinent vers le formalisme, 1'algébrique IMemporte,



Aristote (384-322 A.J.C.) et Descartes (1596-1650) par
exemple, sont continuistes. Les positions de Newton (1642-1727) et
de Leibniz (1646-1716) sont plus complexes. Newton est atomiste quand
il écrit,

nous sgavons encore par les phénoménes, que les parties contigues des

corps peuvent se séparer, & les Mathématiques font voir que les parties indivisées

les plus petites peuvent €tre distinguées l'une de 1'autre par 1l'esprit

ou mieux encore,

il me semble probable que Dieu, au commencement, forma la matidre en parti-
cules solides, massives, dures, impénétrables et mobiles, de telles dimensions et
figures, avec telles autres propriétés (Optice).

Mais & coté de cemonde atomique, figurent des forces transsubstantiel-
les,

une espéce d'esprit trés subtil qui pénitre 3 travers tous les corps solides
€ qui est caché dans leur substance (Principia, t.2).
Le newtonien Clarke (1675-1729) précise alors que

1'Espace destitué de Corps est une propriété d'une Substance immatérielle...
L'espace vuide n'est pas un Attribut sans sujet; car par cet Espace nous n'entendons
pas un Espace ol il n'y a rien, mais un Espace sans Corps. Dieu est certainement pré-
sent dans tout l'espace vuide; & peut-8tre qu'il y a aussi dans cet Espace plusieurs
substances, qui ne sont pas matérielles & qui par conséquent ne peuvent &tre tangibles
ni apergues par aucun de nos sens.

On ne reprendra pas ici 1'examen de la querelle entre
Leibniz et Newton-Clarke. Celle-ci est exposée par Koyré qui donne
la préférence & Newton. Les points de vue sont différents: pourleibniz
Dieu semble étre en dehors du monde, pour hewton, le monde est Dieu.
Tout découle de cette opposition th&ologique.

Avec ces deux savants prend fin en pratique une &poque
quel'on pourrait volontiers qualifier de théologique. La croyance
en un Dieu tout-puissant aura permis de concevoir un espace infini,
non borné, matériel comme immatériel, capable d'actions multiformes
et a distance. Toute la physique classique parait résulter de cette
conception théologique et cosmogonique.

En fin de compte, les conceptions newtoniennes vont 1'em-
porter sur celles de Descartes, de Spinoza, de Leibniz. Et 1' on
s'apercevra que 1'hypothése de 1'existence de Dieu semble ne plus

rien devoir ajouter a la connaissance:
Sire, répond Laplace & Napoléon, je n'ai pas eu besoin de cette hypothése
On remarquera déja chez Kant (1724-1804) 1'abandon de 1'hypothése
théologique. Les conceptions de Kant ne sont pas originales. Elles
sont plus proches de celles de Newton que de celles de Leibniz. Il
rejette par exemple 1'idée d'un espace vide dont "on a nul besoin"
Premiers principes ce métaghysique ce la science et de la nature
1786). *

Le point de vue matérialiste trouve, au dix-huitiéme
siécle un aboutissement chez R.Boskovitch (1711-1787) qui, dans sa
célébre Theoria philosophiae naturalis (1763) remplace les atomes
matériels par des points-forces, une version en somme modernisée
des vues de Marsile d'Inghen (mort en 1396).

Bien qu'elle n'ait pas réussi & s'imposer auprés des
physiciens, la conception que défend Leibniz n'en est pas moins profon-
de. Celle de Newton est physique. La vision de Leibniz est plus globa-
le et plus compléte. A 1'image de son Dieu, elle est celle d'un monde
unitaire et continu, mais cependant quasi-héraclitéen, régi par un
jeu de tensions d'ou résulte un certain équilibre d'ensemble, une
harmonia universalis, gouvernée par des régles d'extrémalité. Celles-

ci ne peuvent qu'entrainer le monde vers une plus grande perfection,
vers une é&volution heureuse, puisque nul ne saurait mettre en doute
la bonté et 1a sagesse infinie de Dieu.

Pour 1'heure 1la conception physique s'est développée
grace aux progrés des mathéhatiques. Elles ont dégagé une notion
générale de métrique. Une vision unitaire du monde physique cherche
a s'imposer, ol les substances immatérielles de Newton-Clarke s'appel-
lent maintenant des formes de 1'énergie, ol 1'espace est devenu 1'ex-

* L'oeuvre de Kant présente un intér8t psycha-sociologique: le public a &té en quelque
sorte rasciné par la logorrhée du philosopne, par son discours peu précis qui lui
a permis d'8tre trds répétitif. L'une de ses originalités estd'avoir affirmé que l'espa

ce est une intuition pure". Cette affirmation a eu pour mérite principal, non pas

d'avoir contribué au progrds d'une science quelconque, mais d'avoir posé un probléme

3 des générations d'étudiants, en un mot, d'avoir fait couler beaucoup d'encre.



pression et le support des déploiements de cette énergie en champs.
Nous possédons des hypothéses ou des modéles d'univers, sans que
1'on puisse rien affirmer d'absolu sur leurs propriétés. Si 1'on
congoit par exemple 1'espace comme une variété intrinséque, on peut
toujours se demander pourquoi, si les posssibilités mathématiques
sont présentes, il ne serait pas plongé dans des espaces plus vastes.
Mais quel sens accorder au "vide" qui 1‘entourerait ? I1 est clair
que le milieu expurgé de ses molécules par une pompe n'est pas vide,
des champs le traversent. Depuis Aristote, 1'expérience n'a guére
appris sur la nature de ce milieu, et 1'imagination fait toujours
défaut. On peut croire & 1'existence de tourbillons a la Descartes,
particules ou; monades inifinitésimales, singularités plus ou moins
stables et épaissies de champs et de métriques: ces hypothéses, certes
plaisantes pour 1'esprit, sont de toute fagon incapables de révéler
les origines des espaces, des champs, des conditions physiques et
mathématiques de Tleurs actions. L'humour et le jeu succédent alors
aux discussions sérieuses et pesantes.

Et puisque ni les sens ni 1'expérience ne sont capables
de fournir une quelconque stimulation & 1'imagination spontanée,
on fait appel aux constructions mathématiques &laborées par 1'esprit
pour essayer de trouver de nouveaux cadres explicatifs. Si, dans
un premier temps, 1'expérience physique a la plus grande part dans
la formation des concepts et des schémas explicatifs, elle perd petit
@ petit de son influence au profit de 1'expérience intellectuelle
acquise au contact d'un univers mental en expansion, 1'univers mathéma-
tique. On assiste en somme & la victoire discréte, lente et sans
doute inexorable de 1'esprit sur la matiére. L'observation historique
tend & confirmer 1'intuition des mystiques.

1.3 L'espace physique est-il fini,continu et divisible: les précur-
seurs de Cantor.

En abordant le probléme de la finitude de 1'espace, nous
rencontrons a nouveau une controverse trés classique qui porte sur
les primautés: 1'oeuf est-i1 apparu avant la poule, 1'inné 1'emporte-t

il sur 1'acquis, les conceptions physiques de la nature conséquentes
de 1'observation ont-elles davantage de poids dans 1'évolution de
la science que les idées formelles ?

11 faut sans doute éviterde donner aux opinions émises
dans les derniéres lignes du paragraphe précédent un caractére trop
tranché: les faits révélent la présence constante d'un va-et-vient
entre les partis opposés, 1'évolution de leur importance respective
peut étre sujette 3 bien des fluctuations. Celles-ci arrivent a étre
soumises aux influences des politiques scientifiques locales, derriére
lesquelles on voit parfois poindre le masque du sectarisme, voire
celui de Ta passion. Peut-étre le jeu "s'il se vante, je 1'abaisse"
est-i1 davantage marqué en Gaule que dans d'autres contrées: Poseido-
nios et T.Zeldin abonderaient dans ce sens.

Les réflexions sur 1'infini sont principalement 1'oceuvre
de savants faisant appel aux ressources de la linguistique, de la
logique, des mathématiques. Citons par exemple les Eléates (environ
500 A.J.C.), Aristote, les philosophes des treiziéme et quatorziéme
siécles, de Leibniz, Bolzano (1781-1848), Cantor.

Sous 1'impulsion d'un probléme posé par 1'étude du mouve-
ment (Achille peut-il rattraper la tortue ?) les Eléates ont é&teé
les initiateurs d'une longue série de travaux qui, finalement, ont

abouti & @lucider la structrure topologique de R, assimilé au continu

géométrique. Le continuum spatio-temporel, représenté dans un premier

temps par la droite géométrique, parcourue de maniére continue au

cours du temps, peut-il étre décrit par des processus convergents?
Transposant dans le Tangage moderne le résultat de ce philosophe,

Eudoxe (400-347 environ A.J.C.) montre que la série de terme général

(3)" converge, ce qui lui permet de parvenir & un point final pour

tout point initial donné, en suivant un tel processus de progression.

On peut naturellement se poser la question de savoir si un tel mécanis-
me de répétition a@ 1'infini existe dans la nature.

Aristote s'en refére aux expériences et aux conceptions
physiques de son époque: la grandeur continue peut étre ind&finiment
subdivisée, le nombre entier peut étre augmenté sans fin par voie



d'addition. Aristote admet donc 1'infini en puissance, i.e. en pensée,
formellement. Mais selon le Stagirite, 1'infini n'existe pas en acte,
ne peut étre créé physiquement: car le monde est congu comme limité,
i1 parait en eftet borné par une sphére. Aristote aboutit alors a une
contradiction: il accorde en effet sur les vues de 1'esprit, la primau-
té a la réalité physique qu'il congoit. Selon son raisonnement, ce
qui n'existe pas en acte ne saurait étre en puissance. Au deld de
la contradiction péripapéticienne, se pose le probléme de 1'adéquation
d la réalité des constructions conceptuelles. Notons en outre et
par ailleurs, qu'Aristote traite différemment 1'infiniment petit
de 1'infiniment grand.

Duhem a décrit le Tlent parcours des idées qui aboutiront
d la levée de la contradiction et & la construction d'une théorie
unitaire des infinis. On constate que les penseurs du Moyen Age é-
taient soumis & la double influence d'Aristote, pére de leurs concep-
tions intellectuelles, et de 1'Eglise, mére de leurs conceptions
théologiques: petit & petit émerge la conviction de Ta toute-puissance
de Dieu, capable, en vient-on a 1'affirmer, de créer & partir de
rien 1'infini actuel. La croyance en un tel Dieu permet aux savants
de 1'époque, non seulement de mieux s'intégrer & leur société en
contribuant au renforcement du pouvoir divin et par conséquent celui
de 1'Eglise, mais aussi de dépasser, pour leur plus grande satisfac-
tion intellectuelle, 1'antinomie aristotélicienne. En méme temps,
le jeu des réfutations, le souci de 1'approfondissement, encouragent
les éléves a s'affirmer face a leurs maitres, proches ou lointains.

IT convient de rappeler quelques points forts de cette
évolution. On peut fixer avec P.Duhem & 1277 1'année de rupture entre
les deux systémes conceptuels: Etienne Tempier, é&véque de Paris,
décréte une série de propositions qui ruinent la position d'Aristote.
Duhem y voit 1'acte de naissance de la physique moderne, et il note
que Si on met 3 part un petit nombre d'atomistes comme Gérard Odon ou Nicolas d'Autre-
court, les scholastiques s'accordent, au XI11% sidcle et au XIv® sidcle, & affirmer
cette proposition: Un continu n'est pas, d'une manidre réelle et actuelle, composé
d'(objets) indivisbles. Pour démontrer cette assertion, un Guijllaume
d'Ockham par exemple (mort en 1350) tient un raisonnement de type

eudoxien. Sous 1'influence des conceptions géométriques, Marsile
d'Inghen en vient, de maniére exceptionnelle, & concevoir les points
physiques comme des substances complétes dit Duhem. I1 existe, écrit,
Marsile, un point de matidre premidre, un point de forme substantielle, un point de
qualité, un point composé de matidre et de forme. On le prouve ...

Quant & Gilles de Rome (mort en 1316), encore trés aristo-
télicien, i1 reprend 1‘'affirmation de St-Thomas d'Aquin (mort en
1274) :on peut diviser & 1'infini un corps en parties inégales, dont la raison diminue
en progression géométrique, mais on ne peut le diviser en parties égales. Etrange
affirmation dit Duhem, ce qu'en effet i1 apparait a priori. Ma premiére
interprétation fut que d'Aquin connaissait la divergence de la série
en 1/n. Le passage qui suit, extrait de la Somme Théologique éclaire
1'étrange affirmation sous un autre jour:Bien que les corps mathématiques
puissent 8tre divisés 2 1'infini, les corps naturels ne peuvent &tre divisés que jusqu'
3 un certain terme, car 3 chaque forme correspond une grandeur déterminée par nature,
comme il arrive pour les autres accidents. On a 1'impression que Thomas entre-
voit la notion de niveaux morphologiques dans la division des corps
physiques, hypothése qui permet d'accepter 1'affirmation précédente
sur la nature et la possibilité de leur partage.

Un des grands moments de 1'évolution des idées en matiére
d'infini est celui ol Pierre 1'Espagnol introduisit, & la suite de
considérations sémantiques, la distinction entre 1'infini catégorique
et 1'infini syncatégorique (Pierre 1'Espagnol est habituellement identifié
peut-8tre sans preuves satisfaisantes, avec le Portugais Pedro Juliani (1226-1277)
qui prit, en ceignant la tiare pontificale, le nom de Jean XXI). La définition
des termes précédents, nous le verrons bientdt, a été précisée par
différents auteurs, notamment par Grégoire de Rimini (mort en 1358).
Pierre Auriol (mort en 1322) est sans doute le dernier représentant
de 1'école péripapéticienne, Ockham le premier moderniste. On trouve
chez Duns Scot (mort en 1308) la premiére affirmation selon laquelle
1'existence de 1'infini implique 1'égalité de la partie au tout.
Bourbaki {(immortel) reléve chez Galilée (1564-1642) une démonstration
de cette équivalence par la considération de la fonction n - n?.
I1 serait intéressant de rechercher les traces antérieures de cette
démonstration.
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Avec Gégoire de Rimini prend naissance 1'école infinitiste
ol s'illustreront, au Moyen Age, Nicolas Oresme {(mort en 1382) et
Marsile d'Inghen. La discussion des idées de Grégoire conduit naturel-
lement & 1'éclosion de cette école finitiste avec, & sa téte, Jean
Buridan (mort en 1366) et Albert de Saxe (1316-1390).

En ce qui concerne les grandeurs continues, Grégoire de Rimini
définit ainsi 1'infini catégorique: il est plus grand que toute quantité fi-

nie, si grande soit-elle (majus quantocumque finito)... Il peut se caractériser par

cette phrase qu'il s'agit-d'une multitude d'objets distincts: elle est plus considéra-

ble que toute multitude finie, si nombreuse soit-elle {plura quotcumgue finitis).

L'infini catégorique est donc un infini absolu.

A coté de celui-ci, se trouvent des infinis syncatégori-
ques; on pourrait les appeler des infinis relatifs:une quantité finie,
si grande soit-elle étant donnée, dit Grégoire, il y a quelque chose de plus grand,
ou bien une collection finie, si nombreuse soit-elle étant donnée, il existe quelque

chose de plus nombreux {(quantocumque finito majus, vel quotcumque finitis plura).

On reconnait ici les transfinis de Cantor.

A la suite de Jean de Bassols, Grégoire approfondit Tes
concepts de tout, de partie, ainsi que les concepts d'ordre a travers
les expressions plus grand, plus petit. Sur ces derniers concepts,
Leibniz fera moins bien, et Kant se contentera de brefs rappels.

Les considérations que, cing siécles plus tard, Bolzano leur consacre-
ra dans son Wissenchaftslehrer sont beaucoup moins profondes. Aucune
des polémiques qui agiteront cette longue période sur les propriétés
d'infinité et de divisibilité de 1'espace physique -comme par exemple
la querelle entre Newton et Leibniz par Clarke interposé- ne conduira
& 1'introduction d'aucune idée nouvelle permettant d'accomplir des
progrés sérieux dans la connaissance précise de 1'infini que, non
sans raison, Descartes préférait parfois appeler 1'indéfini.

1.4 Le role du mouvement dans la genése de la notion de limite

I1 semble souvent nécessaire, pour faire accepter une
idée auprés du public, de prendre des positions extrémes. Ainsi 1'au -
teur s'est-i1 fait maintes fois 1'avocat de la thése aristotélicienne
selon laquelle 1'inanimé précéde 1'animé. Cette affirmation résulte
de 1'observation phylogénétique et ontogénétique. Nous savons aujour-

1

d'hui quelle activité incessante se cache derriére 1'apparence la
plus figée soit-elle. On pneut par conséquent mettre trés sérieusement
en doute la thése précédente: €t ces choses, écrivait déjd Empédocle (mort
vers 490 A.J.C.) ne cessent de changer continuellement de place, se réunissant toutes
en un méme moment donné par 1l'effet de 1'Amour, et portées 3 un autre moment dans
des directions diverses par la répulsion de la Haine.

IT n'en reste pas moins vrai que la science officielle
de chaque é&poque a éprouvé le besoin de se donner des référentiels
fixes, qu'ils soient sociaux, &conomiques, scientifiques ou politiques.
I1 serait sans doute souhaitable de consacrer un ouvrage & 1'évolution
de ces référentiels, en montrant qu'ils sont devenus de plus en plus
distants de leur état d'origine. C'est peut-étre dans les domaines
de T1'organisation sociale, de la cosmologie et de la physique, des
mathématiques, que cette étude serait la plus démonstrative et la
plus enrichissante. Ne seront examinés dans ce paragraphe que quelques
cas particuliers en rapport direct avec la topologie.

Nous avons déja rencontré, au paragraphe précédent, les
problémes posés par la course entre Achille et la Tortue: une grandeur
physique ou mathématique est-elle indéfiniment divisible, cet infini
peut-il étre réalisé en acte ou en puissance, décrire mathématiquement
des processus qui témoignent de sa réalisation effective, en étudier
les propriétés. Ce programme est celui que suivra principalement
1'analyse jusqu'ad E.Borel (1871-1956) au moins.

Une des premiéres notions étudides est celle de point
comme limite d'un processus convergent, comme &lément de séparation
entre deux parties, comme limite d'une trajectoire.

Platon est un convaincu de 1'importance du mouvement.
Par exemple, dans le Théététe (115b-117b), i1 reprend le point de
vue d"Empédoc]é: clest dans leurs approches mutuelles que toutes choses naissent
du mouvement sous des formes de toutes sortes. Mais il construit ses atomes
(Timée (53c-54c)) a partir de formes fixes, des triangles
- la version moderne de cette construction serait-elle celle des
quarks ? La géométrie platonicienne est de nature trés statique.

Avec Aristote, un 1&ger progrés apparait. L'étude heuristi-
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que du mouvement le conduit 3 cet énoncé auquel C.Jordan (1838-1921)
donnera sa forme définitive: Toute translation (entendez tout déplacement infini-
tésimal dans le plan) est en effet ... ou circulaire (rotation), ou rectiligne (transla
tion), ou mixte (Physique, VII,9,265a,13-16). Aristote jdentifie @ R le conti-
nu tempore1 3 une dimension: toute grandeur est continue: le temps et la gran-
deur se soumettent 3 des divisions égales et identiques (Physique,VI,2,232b ainsi
que IV,2,219b).

Voici alors la définition du point que nous sommes éen
droit, d'aprés la conception précédente et avec Aristote, d'identifier
3 1'instant: Aristote, de fagon é&tonnament moderne, parle de l'unicité
de 1'instant...(senti comme) la limite de l'antérieur et du postérieur, et retient
pour définition du temps: le nombre du mouvement selon 1'antérieur et le posté-
rieur (Physique,Iv,219b). Par analogie, il indique plus loin que: le point...
marque le commencement et la fin. S'il joue effectivement ce double role
c'est le repos.

Avant de quitter Aristote, relevons un énoncé qu'il propo-
se plus loin, et que nous savons aujourd‘hui n'étre pas toujours
exact: les limites appartiennent seulement aux &tres qu'elles limitent. Ce genre de
proposition sera encore avancé par Cauchy (1789-1857) 23 siécles
plus tard; elle sera alors rapidement réfutée.

On notera qu'au Moyen Age, Albert de Saxe avait déja
congu que la limite de deux catégories peut n'appartenir ni a la
premiére ni & la seconde. Comme Duhem 1'avait remarqué, la construc-
tion du scholastique est analogue & celle de Dedekind (1813-1916).
Le probléme traité par Albert de Saxe reléve de la dynamique. Il
s'agit de définir Ta puissance qui peut vaincre une résistance donnée.
Albert découvre que la puissance active qui est §gale 3 la résistance, est la
puissance maximum parmi toutes celles auxquelles la résistance ne céde pas; et la
résistance qui est égale 3 la puissance active est le minimum des résistances que
la puissance ne peut surmonter. Duhem estime qu' Assurément, la lecture de nos
modernes traités d'analyse n'aurait rien 3 apprendre 3 Walter Burley, & Jean Buridan,
3 Albert de Saxe sur l'art de concevoir avec exactitude la notion de limite et d'en
discourir en langage rigoureux. I1 manquait simplement a ces savants 1'outil
formel. On le devra aux mathématiciens de tendance logicienne.

Les conceptions des anciens savants sur les formes géomé-
triques n'étaient guére de nature dynamique. Certes, selon ces concep-
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tions, on peut construire des formes par empilement de briques topolo-
giques: ainsi procéde-t-on encore dans les traités modernes pour
construire des variétés topologiques. Ce mode de construction a 1'avan-

tage d'exclure le batisseur et permet donc de faire porter 1'atten-
tion sur les qualités des briques et celles des liants. Une descrip-
tion plus compléte sans doute impose de connaitre la dynamique de
la construction, et, par conséquent, de donner sa place a 1'artisan.

. Sous 1'influence des idées de Barrow, Newton est le pre-
mier a décrire la dynamique selon laquelle se déploie une forme.
Dans 1a Méthode des fluxions et des suites infinies (achevé en 1671)
Newton écrit, & la fin du paragraphe LVIII de son exposition: ,

alors 2xx repréfentera la vi av -
quelle dans’ le méme inftant Efpace y lv)'iendra. a étre l:lzgiita:’;cvi:c
verfa; & c'eft de-laque jai dans ce qui fuit confideré les Quantirés
comme produites par une augmentation continuelle a la maniere de
PEfpace que décrit un corps en mouvement.

I1 est non moins net* en 1704:

. Te s .
dej arr:le cqns:de.:re pas les grandeurs mathématiques comme formées
de ;:l csLs1 %«:gtltgs soient-elles, mais comme décrites d'un mouvement
ntinu, Les lignes sont décrite S
s et engendrées, no laj iti
B o s g , non par la juxtaposition
es, mais par le mouvement i i
continu de points, | f.
ar le mouvement des Ii i 4 “des surfaces,
r gnes ; les solides par le mouvement d f;
es angles par la rotation d Geé Tux conting .
L es c6tés ; les temps flux conti
o gl f : ps par un flux continu ».
{ us de quadratura curvarum, 1704 ice a
\ _qua 2 s ,en appendice a l'ouvrage
Opticks, ce qui indique encore I'influence cartésienne *
j-

Nous i i
verrons.au cours des chapitres suivants les prolongements apportés
par les géométres & cette maniére de concevoir les formes

o Les problémes de cinématique et de dynamique ont amené
al 1ntrtoduct1'on ultérieure de nombreuses notions qui regardent plutdt
Te domaine de 1a géométrie différentielle que celui de la topologie
I1 n'est donc pas nécessaire de les évoquer ici. .

* 3 N
On peut s'étonner aprés lecture de ces dey x textes de Newton ! oyré, spécialis-
sy ap 1 N y g TA.K y ’ p’ i i

te des &epi : . "
es ecrits newtonniens, ait pu émettre le jugement suivant:

) pewt-&tre était-il un trop bon mathématicien
pour pouvoir, de lui-méame, s’abaisser & considérer une courb.
géométrique comme tracée par un mouvement effectif de or .
physiques au licu de I'envisager soit & la maniére des An:ierps
comme unc intersection de corps géométriques, soit a la mani::e’
des M_odernes,'comme une traduction spatin’le d’une formule
algél_mqun, soit_cnfin, & la sienne propre, comme produite
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1.5 Le role du mouvement dans la genése de la dimension temporelle

Tous les savants se sont accordés a considérer le temps
d'abord comme une quantité physique, et a le traiter du point de
vue mathématique comme une grandeur continue. Mais n'existe-t-il
qu'un seul temps ?

Ce fut une heureuse surprise de découvrir, grace a P.Duhem
que Nicolas Bonet (mort en 1360) avait concu la multiplicité des
temps physiques. De maniére a priori aventureuse, Bonet établit cette
conception & partir de 1'observation sur la diversité des formes
de mouvement: Au point de vue de l'existence naturelle que le temps posséde hors
de 1'3me, il est manifeste qu'il n'y a pas, pour les choses temporelles, un temps
unique; il n'y a pas, en effet, seulement un mouvement, mais des mouvements multiples;
or la multiplicité des mouvements entratne la multiplicité et la diversité des temps,
car, dans llexistence naturelle, la multiplicité des sujets entraine la multiplicité
des passions dont ils sont affectés.

Cependant, si Bonet admet 1'existence d'une pluralité
de temps physiques, qu'il considére comme des choses quasi matérielles,
i1 range manifestement le temps mathématique dans le domaine plato-
nicien des Idées, monde divin qui participe de 1'unité. Ne concevant
point les mathématiques comme des modéles de la réalité, i1 est con-
duit & &crire que pour toutes les choses temporelles, le temps, pris mathématique-
ment, est unique...la multiplicité des mouvements ntentraine pas, pour le temps (mathé-
matique) une égale multiplicité...tout ce qui est considéré au point de vue mathémati-
que est absolument immobile et invariable... Il faudra attendre C.Jordan pour
que 1'on commence & s'éloigner de ce point de vue figé*.

*py cours des cinquantes dernidres années, trois auteurs ont abordé, de manidre totale-
ment indépendante, la question de la multiplicité des temps.

En premier lieu, de manidre implicite, le mathématicien A.Liénard, en 1928: dans son
article consacré 3 1'Etude des oscillations entretenues, i1 introduit sur la variable
temporelle un changement d'échelle, ce qui revient bien 2 prendre en considération
deux sortes de temps.

£n novembre 1981, Y.Bouligand m'a fait connaitre le travail du biologiste F.Grandjean:
celui-ci a distingué, en 1954, deux sortes de temps, pendant lesquels des phénoménes
analogues se produisent, mais 2 des échelles différentes, le temps phylogénétique
d'une part, le temps ontogénétique d'autre part.

Clest sous ce méme angle que j'ai abordé la question temporelle en 1968 (cf 13). Cette
distinction entre un temps "court" et un temps "long" a été utile pour mieux comprendre

et éclairer le moddle de la théorie des catastrophes élémentaires. Des considérations
N L. . . s 4 A Vom daiie bamae Aa 728)Y
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1.6 Le role du mouvement dans la genése de la notion de transformation

Que la prise en compte du mouvement ait Jjoué un roéle

majeur dans la genése de la notion de transformation est une évidence.
Mais i1 est é&tonnant que cette genése soit si tardive. Elle est,
naturellement, d'abord inconsciente.
On aurait pu penser, d@ la suite en particulier des réflexions d'Aris-
tote sur le changement, qu'elle fit congue par les Grecs. Mais leur
point de vue n'a pu s'affranchir de la vision matérielie et physique.
Aristote dit clairement que ce qui est engendré, c'est le composé de nmatidre
et de forme, lequel regoit le nom de forme...ce qu'on appelle forme ou substance,
ce n'est pas engendré: ce sont des données globales qu'il faut accepter
tel que; sans doute Aristote les range-t-il dans le monde des concepts
et des idéalités.

A vrai dire, le fait de définir un élément d'une forme
par 1'action d'un groupe améne simplement & repousser d'un cran le
probléme de sa genése. Groupes et pseudo-groupes caractérisent aujour-
d'hui les processus d'engendrement: mais quels sont Tes mécanismes
de génération de ces objets eux-mémes ? Faut-il les considérer comme
des données intrinséques ? Telle est la question métaphysique aujourd'
hui sans réponse.

Mais nous n'en sommes pas encore & concevoir la notion
de groupe. Avant que Cayley ne dégage son axiomatique en 1854, la
théorie des groupes s'est d'abord développée comme théorie des substi-
tutions. Or Ta ruse qui consiste a pratiquer la substitution remonte
aux premiers temps de 1'arithmétique et de 1'algébre, alors qu'il
fa?lait résoudre des équations. Dans 1'acte de "guerre" qu'il accom-
?11t, la chasse aux zéros d'une &quation, le mathématicien est convié
@ pratiquer une tactique offensive, & mettre en oeuvre une stratégie
::srttzsjt::;t:u;uf::s;::sguir;md;f::r ]1a dispositio? et la natere
algébrique par tel autre plus ef}icacempozcez'?e e e, 5?1?at
1isé, ou telle expression plus géné : { % o te]'syTb?1e et

générale, aux potentialités d'action
pIUf efficaces. Par la polyvalence de leurs applications, le résultat
genéral, 1'énoncé universel, possédent en quelque sorte les caractéres
des &léments originels, embryonnaires, & partir desquels se déploient
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les spécialisations particuliéres.
Ainsi la démarche de 1'étude abstraite est-elle symétrique

de celle suivie par 1'étude concréte: celle-ci conduit du tout vers
la partie puis 1'é1ément. La premiére étude va au contraire de 1'exem-
ple, du spécialisé, vers le global. Mais ces deux démarches se rejoi-
gnent dans leur souci d'atteindre 1'universel.

Pour en revenir & la théorie des groupes de mouvement,
on pourrait placer les prémices de leur mise a jour dans cette explica-
tion donnée par Newton dans le traité des fluxions:

L VIIY Dans la Réduétion des Equations jai fait ufage d’une
Opération dont il eft & propos de donner la raifon. Cleftla Tranf-
mutation d’'une Quantité Fluente en une autre Quantité compofée
d'une Quantité donnée , & de cette Quantité Fluente pour expli~

quer ceci

Et Newton d'examiner les opérations qui transforment ou laissent
invariantes ces quantités fluentes. On ne manquera pas, par ailleurs,
de reconnaitre dans le travail de Newton 1'influence de Fermat, auteur
d'un article sur les Transmutation et émondation des équations des
courbes, et ses applications variées @ la comparaison des espaces

curvilignes entre eux ... .
1.7 La naissance des premiers concepts de topologie

Les premiers mathématiciens n'étaient point des topologues
mais des géométres. Ils étudiaient des "formes", objets que 1'on
désignera par le nom de "figures", réservant le nom de forme a tout
objet homéomorphe & une figure, et par figure, toute forme plongée
dans un espace métrique.

Ces premiers mathématiciens,. & la fois architectes et
astronomes, ont parfois idéalisé les demeures princiéres et surtout
les temples & 1'image de leurs conceptions  cosmogoniques, utilisant
le modéle graphique, celui du dessin, qui devint par la suite la
géométrie. I1s ont mis en évidence les figures les plus courantes:
polygones, cercle, sphére, plus tard et de maniére plus générale

les coniques, les polyédres.
Avec Platon nait peut-étre ce qui aurait pu trés bien
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devenir la topologie combinatoire. Mais, finalement, tout comme Aris-
tote, Platon n'a pas toujours réussi @ dégager les propfiétés intrin-
séques des objets idéels face a celles des objets substantiels. Cons-
truisant le tétraédre a partir de triangles, Platon raisonne en physi-
cien. I1 avance divers arguments pour justifier la nécessité de consi-
dérer le triangle comme base de toutes ses constructions; aucun de
ses arguments ne parait de nature religieuse. Selon les conceptions
de 1'époque, Platon voit le monde apparaitre sous quatre phases:
solide, Tliquide, gazeuse, ignée (le feu). Une matiére corporelle
se cache sous ces guatre phases: Platon cherche le Un a partir duquel
tout peut étre engendré. Or, dit Platon, le corporel a toujours de la profon-
deur, et la profondeur est, de toute nécessité, enclose par la nature de la surface,
et toute surface rectiligne est composée de triangles. Ainsi est née 1la pOSSib'i-
1ité de trianguler les variétés différentiables compactes.

Le second auteur qui, assurément, mérite d'étre mentionné
est Euclide (4e-3e siécle A.J.C.). Il est le premier & structurer
ses connaissances et a leur donner une cohérence remarquable par
1'introduction de la présentation axiomatique. Euclide est le premier
des bourbakistes connus. D'entrée de Jeu, i1 commence ses Eléments
par des définitions ol 1'on voit déja apparaitre, de maniére explicite
ou non, Tes notions d'élément, de partie, de bord et de dimension:

1. Un point est ce qui n'a aucune partie.

2. Une ligne est une longueur sans largeur.

3. Les extrémités d'une ligne (bouts) sont des points.

4. Une droite est une ligne dont l'extension entré deux points quelconques
de ses points est égale 3 la distance de ces points.

5. Une surface est ce qui posside longueur et largeur seulement.

5. Les extrémités d'une surface (bords) sont des lignes.

7. Un contour (frontidre) est ce qui délimite quelque chose.

‘ On peut se demander pourquoi cet ensemble de définitions
N'a pas &té dépassé pendant prés de deux mille deux cents ans. I]
faudrait pour répondre & cette question connaitre entre autre le
Programme que s'étaient fixés les mathématiciens grecs. Euclide,
Pas davantage que Bourbaki, ne le révéle. Platon, s'il affirme que

‘la science du nombre est nécessaire pour conduire & la sagesse, et

13 . s .
$'i1 esquisse, dans 1'Epinomis par exemple, un début de réflexion
sSur la nature des mathématiques. 1imité& par ses concentinnc racmanani—
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ques et sa forme de mysticisme, ne nous éclaire en rien sur le but
que recherchait la mathématique grecque. I1 est vrai que cette mathé-
matique n'était 1'oeuvre que de quelques hommes gqui, sans aucun doute,
pratiquaient cette discipline de maniére fort épisodique, et non
point de fagon constante, comme les meilleurs mathématiciens d'aujour-
d'hui.

Ce n'est qu'au fur et & mesure que la substance mathémati-
que se constituait, puisant dans la réalité physique les premiers
problémes & résoudre, que la compréhension de son objet a paru de
plus en plus claire. Mais pour en arriver & ce point, i1 aura fallu
justement que se développe la connaissance physique du monde, que
1'expérience fasse apparaitre et valoir la généralité de certaines
observations.

11 suffit alors que 1'importance de quelques-unes d'entre
elles frappe 1'esprit d'un savant, pour que, choisies comme contrain-
tes universelles, exprimées & 1'aide d'un jeu de symboles appropriés,
la combinatoire de leurs implications fasse surgir des propriétés
cachées, ou découvrir des propriétés nouvelles qui auront du méme
coup trouvé leur explication en fonction des observations premiéres.

Toutes les sciences, filles de la philosophie, la philoso-
phie elle-méme, s'efforcent de batir de tels édifices. Elles y réus-
sissent d'autant mieux que les observations sont plus précises et
se rapportent a des phénoménes plus stables. Erigées en axiomes,
elles caractérisent le réel avec plus ou moins de bonheur et un degré
d'approximation variable: elles ont toujours un caractére idéal.
L'inexpliquée stabilité des phénoménes physiques assure le succés
de leurs représentations linguistiques. et fonde 1la solidité des
discours mathématiques.

Chez les Grecs, Platon, Aristote, les principales notions
sont dégagées. Mais elles restent 3 1'état latent, embryonnaire,
tout au plus de bourgeons. La reconnaissance du rdéle fondamental
premier de notre pensée qui est de construire une représentation

du monde, ne regoit pas, chez ces grands penseurs, le développement
qu'elle mérite. La lecture de leurs écrits sur la linguistique, celle
du mythe célébre de la caverne, le montrent amplement. L'évolution
et levmmmn mathamatinue eoct révélatrice. IL faut attendre Leibniz
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pour qu'apparaisse 1'emploi encore mal dégrossi du terme fonction.

L'usage de ce terme va se répandre rapidement; en 1718, Bernoulli

lui donnera son sens aujourd'hui habituel. I1 posséde souvent, dans

1'esprit de ceux qui 1'emploient, la connotation de transformation
de "transmutation" pour reprendre le terme déja utilisé par Fermat,

A la fin du siécle dernier, avec Frobénius, apparait la notion dé
représentation d‘un groupe. Ce terme est en définitive plus approprié
pour décrire le résultat de 1'activité du mathématicien: toute repré-
sentation implique une transformation (en général), elle s'effectue
sur en— espace écran, 1'espace d'arivée, et toute variation d'une
quan?1te en fonction d'une autre suppose la transformation de 1é
premiére et la représentation du couple formé par les deux quantités
dans le produit des espaces source et but.

) Les Grecs ont poussé beaucoup plus loin, on 1'a vu, la
r?flexion sur le lieu, grdce, en particulier sous 1'influence de
Zénon, & 1'étude comparée des mouvements d'Achille, de la tortue
et de la fléche. Mais en dépit d'Aristote, ou peut-étre également
p?r le poids de son autorité, 1'étude du mouvement a mis plusieurs
siécles avqnt de trouver sa formulation mathématique. Rappelons que
pour Aristote ce qu'on appelle forme ou substance n'est pas engendré, mais ce qui
est engendré, c'est le composé de matidre et de forme, lequel regoit le nom de forme
(Nétapfuysique ,8,1033).. le progrés dans la saisie du mouvement viendra
diz efydes de Ta mécanique, de la cinématique et de la dynamique,
:er:::e:: é:?:i;i Ta fin du Moyen Age, et qui aboutirent aux décou-
s Tent ;azt:jve1:ppjTént.de Ta réflexion sur le temps est encore
; n-appa;ait note ?Fu1va1ence du temps et du nombre. Cependant
e conSidératipas que 1 efude du mouvement relatif des corps, ni
ot ) ons, trop récentes, sur des temps multidimensionnels
inSiste:pz::e]:e ??uvea?x coTcepts'en‘mathématiques. IT faut néammoins
dans 1o mooen :o e preponderanf Joué par la considération temporelle
et 1ac prOb]émesedposer e} de.resoudre certains problémes de physique
s vareian e mafhemat1ques qui Teur sont associés. Le calcul
con rateemons | n est issu, et Fermat en est 1'initiateur. I1 base

sur une observation premiére de philosophie naturelle
selon laquelle "la nature opére par les voies les plus courtes".Fermat
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estime préférab]e de dire que la nature opére par les moyens et les voies
les plus faciles et les plus aisées. Selon ce postulat, 1la traversée d'un
milieu transparent par un rayon Jumineux va s'effectuer en un temps
minimum. Cette contrainte d'extrémalité une fois posée, détermine
1a nature et le tracé des trajectoires. Cette théorie, exposée dans
De Maximis et Minimis déplaira a Descartes.

1.8 Premier exemple de controverse: Descartes versus Fermat

Fudoxe, Archiméde, Fermat, Newton, se situent dans la
lignée des analystes, méme s'ils utilisent & 1'envi la représentation
géométrique. Descartes, au contraire, appartient a la lignée géométri-
que, méme s'il lui arrive de se livrer, mais toujours par la voie
géométrique, a des considérations qui relévent également de 1'analyse:
i1 apporte par exemple une contribution non négligeable & la théorie
des contacts, grace a laquelle il définira le centre instantané de
rotation.

Descartes et Fermat sont bien conscients des intéréts
de leur approche resoective des problémes. Mais naturellement, chacun
est trés sensible aux insuffisances dont 1'autre peut faire preuve.
Descartes croit avoir raison: il s'empresse d'attaquer ou d'ignorer
les écrits de son rival. Le savoir augmente parfois plutdt qu'il
ne diminue 1'orgueil de 1'homme; étre a dessein méconnu de la part
d'un savant de renom, ou bien en subir le dénigrement, n'est pas
forcément un déshonneur.

Voici un bref apergu sur 1'idée agréable que Descartes
se faisait de lui-méme, & travers cet extrait d'une lettre qu'il
adressait au Pére Mersenne, vers 1a fin de 1'année 1637, Descartes

avait alors 41 ans: j'ai seulement tiché
par la Dioptrigue et par les Météores de persuader que
ma méthode est meilleure que Pordinaire—mais je
prétends Pavoir démontré par ma Géométrie. Car dés
le commencement j’y résous une question, qui par
le témoignage de Pappus n’a pu étre trouvée par aucun
des anciens; et 'on peut dire qu’elle ne I'a pu étre non
plus par aucun des modernes, puisqu’aucun n’en a
écrit, et que néanmoins les plus habiles ont tiché de
trouver les autres choses que Pappus dit au méme en-
droit avoir été cherchées par les anciens, comme v Apol-
Jomius Redivivus3, V. Apollonis Batayus*, et autres, du
nombre desquels il faut mettre aussi M. votre Conseiller
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tDe maximis et minimis?; mais aucun de ceux-li n’a
ien su faire que les anciens aient ignoré.

Eh bi é i
' ien quelle présomption ! Quelques lignes plus loin, Descart
fait preuve d'encore moins de civilita: ’ -

- .
Mg; S?eilrpzs taFnt de désir de voir la démonstration de
e Fermat contre ce que jai i
; ) 1 e yai écrit de la
f:.fractxofl, que je vous veuille prier de me I’envoyer par
meri?s:;c, mais lorsqu’il se présentera commodité de
e ge fesser par mer, avec quelques balles de marchan-
dise, ’L: ne izn;x pas marri de la voir, avec la Géostatique
stle L vre de la Lumiére de Monsieur de la Chambre3,”
gt tout ccdqul sera de pareille étoffe, non que je ne fusse
how é)ss cf) ngcr promptement ce qu’écrivent les autres
: mes opinions, ou de leur i i
invention;
mais les ports de lettres sont excessifs. Je suis, ete.

Descartes affiche une forme de dédain pour Fermat. Celui-ci, aupara-
vant, a exprimé en matiére de "dioptrique" des points de v:xe dsffé-
rents de ceux de Descartes. Par deux lettres, celui-ci tente de réfu-
ter— les argumen.ts de Fermat. En fait, Descartes est profondément
:::. pl)oirplges;c::n qu? Fermat—m\e manque jamais d'affirmer son admira-

es, il se révéle aussi bon mathématicien au moins

que ce derni
e ernier. Dans son Isagoge ad locos planos et solidos, Fermat
' Mais de ce que, dans les cas précités, ol iln’y
a qu'une seule quantité inconnue, les équations de degré pair s'av-
baissent aux équations du degré impair immédiatement inférieur,
Desc.artes a affirmé avec confiance (page 323 de la Geometrie qu’il a
p'ubllée en francais) qu’il en était absolument de méme pour les équa-
t'lons .renfermant deux quantités inconnues. Car telles sont toutes les
equations constitutives de lignes courbes; or, dans ces équations, non

seul : i i

comrenrzel[’]:: ;&}ﬁl‘edl:lctlon ou abaissement en question ne réussira pas
- - '

t " rmé Descartes, mais encore les analystes le reconnai-

ront absolument impossible

S

son écri i ! i
oot :, Sfms7 dit-on, 1'avoir Tu. Il est ainsi des cas oi la forme
u mepris n'est que 1'expression de la plus grande faiblesse

1T arri ' i
rive que 1'homme soit d'autant plus prés de la chute qu'il est

au zénj ire: édi
ith de 1a gloire: la tragédie grecque n'a pas manqué d'illustrer
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d'exemples célébres ces situations dramatiques.
Son comportement désagréable finira par desservir Descar-

tes auprés de ses contemporains. Pourtant, leur différend mathématique

repose sur des conceptions ontologiques sans doute opposées, qui
chacune ont leurs mérites. Fermat n'en a pas une conscience claire.
Descartes, sur ce point posséde une compréhension ph11osophidue plus
glevée, au nom de laquelle i1 combat Fermat. Celui-ci, par ailleurs,
se révéle plus habile dans le maniement des outils.

La premiére querelle mathématique porte sur la maniére
de déterminer un maximum d'une courbe dans le plan. Dans sa premiére
méthode, Descartes détermine la tangente en un point P a une courbe
en construisant d'abord un cercle centré sur 1'axe des abcisses et
passant par P. Ce cercle coupe la courbe en un second point P'. Lors-
que le cercle devient osculateur, 1'équation de la droite PP' est
celle de la tangente cherchée. Dans sa réponse 3 Fermat, Descartes
propose deux méthodes de détermination de la tangente, et par suite
du maximum. La seconde de ces méthodes est celle qui, aujourd'hui
est communément enseignée: 1la pente de la tangente est déterminée

par passage géométrique a la limite du rapport %%.

Fermat va implicitement faire usage des infiniment petits
i la Képler-Leibniz-Robinson. Descartes récuse cet usage. Pour Képler,
Cavalieri, au voisinage d'un extremum, f(x) est localement constant.
Pour déterminer un extrémum, Fermat gcrit qu'en un point d'abcisse
X, voisine de celle de 1'extrémum, pour h assez petit, f(xth) = f(x).
f &tant donnée de maniére explicite, on retranche du terme de gauche
celui de droite, simplifie par h qu'on fait ensuite tendre vers O,
et 1'on obtient 1'équation donnant 1'abcisse de 1'extrémum. En fait
Fermat présente assez mal sa méthode: Descartes, plus &gé, ayant
acquis du savoir-faire, ne manque pas d'apercevoir et de souligner
les absurdités qu'on en peut déduire.

Constatons & nouveau ici la lenteur avec laquelle miris-
sent les idées: i1 a fallu attendre les années récentes pour que
Robinson, maitrisant 1'ensemble préordonné des infiniment petits

d'ordre supérieur, étende fructueusement leur emploi.
11 vaudrait peut-étre la peine, pour la vérité historique,

—— IYER-F N
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et ses éléves d'autre part, éléves parmi lesquels figurent Fermat
et Beaugrand. Fermat se contenta, dans le fameux article mentionné

plus haut que Descartes renvoya a 1'auteur, d'établir la remarque
suivante:

C'est en effet I'objet de cette subtile paraplérose climatique de Viéte
que lon peut voir dans son traité De emendatione ®gquationum,
Chap. VI, et I'artifice dont use Descartes en pareil cas est tout a fait
semblable, quoiqu’il I'énonce en termes différents.

Beaugrand alla p]US loin: il reprocha 3 Descartes d'avoir emprunté plusieurs
régles 3 vidte écrit F.Alquié en note a une lettre de Descartes.

. F.ATquié semble donner raison & Descartes qui se défend
d'avo1r lu Viéte. Descartes se moque. Viéte était un mathématicien
trop important a 1'époque pour pouvoir étre ignoré & ce point, et
1'on sait que Descartes avait beaucoup Tu. L'historien des scie;ces
Crombie note que Descartes pour sa part ne mentionnait rarement ceux auxquels
il empruntait. Ce fait m'avait frappé au moment de 1la rédaction du
second tome de Topologie et Perception. La lecture du traité cartésien
De I'H?mme fait apparaitre 1'absence de référence & Fernel, 1'un
d?s maitres de Descartes pour la physiologie. Et 1'on trouver; dans
1 oeuvre de Platon, comme i1 est montré en appendice, 1'essentiel
des préceptes qui figurent dans le célébre Discours.

e 1 part i;:rss: ;::en1r a la Iéttre de Descartes, elle révéle
eur un orgueil un peu enfanrtin, un souci de

paraitr 'y
e 1'inventeur de tout. Des exemples actuels de tels caractéres
ne sont pas inconnus.

1.9 Descartes et les notions topologiques

s valour d;wggszzr:::ge bien sir a fausser la vérité et & diminuer
o raten o en tant que savant. I1 vaut peut-étre la peine
c sccmrty ,]e pre?ant Descartes comme exemple, la maniére dont
. P! progrés de la connaissance. Grace & une stimulation
]:prfpr1ee, par les effets de mode, sous la pression de défis par
]|a55::;?atiifumulation des remarques autour d'un théme donné,, par

n de toutes les connaissances antérieures, 1'esprit
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qui peuvent faire apparaitre les énoncés d'autrefois comme des consé-

quences naturelles ou des cas particuliers des propositions nouvelles.
Nous allons observer chez Descartes cette 1égére évolution

vers plus de généralité dans les conceptions spatiales.

I1 examine la problématique de 1'espace principalement
dans les Regulae XIV et XV de ses Régles pour la Direction de 1'Es-
prit (1628). Descartes s'occupe de 1'"étendue"”, terme qui restera
en faveur jusou'ad B.Riemann (1826-1866). I1 envisage des questions
de taille ("dimension", "multiplicité"), de "limite" (au sens mathéma-

tique de bord d'une variété):

Par étendue, nous entendons -tout ce qui posséde
longueur, largeur et profondeur, sans nous demander
¢il s’agit d’un corps véritable ou seulement d’un espace;

Par dimension, nous n’entendons rien d’autre quc
le mode et le rapport sous lequel un sujet quelconque
est considéré comme mesurable : de sorte que ce ne
sont pas seulement la longueur, la largeur et la pro-
fondeur qui sont les dimensions du corps, mais encore
le poids est la dimension selon laquelle les sujets sont
pesés, la vitesse est la dimension du mouvement, et
une infinité d’autres choses de cette sorte.

Ainsi, Descartes associe a un point de 1'espace non seulement les

dimensions de 1'espace au sens ol nous 1' entendons aujourd'hui,

mais, davantage, tout un faisceau de mesures, une section d'une fibre

multidimensionnelle au dessus de ce point. Ses principes méthodologi-

ques poussent néammoins Descartes 3 revenir aux conceptions tradition-

nelles de la dimension:

Mais pour choisir ici celles ou notre imagination trouvc
le secours le plus grand, nous ne ferons jamais attention
simultanément 2 plus d’une ou deux de celles qui sont
dépeintes en notre fantaisie, méme si nous compre-
nons qu’il en existe d’autres, aussi nombreuses qu’on
voudra, dans le probléme que nous serons en train de
traiter; c’est en effet Pune des régles de la méthodc
que de les distinguer en autant de dimensions élémen-
taires que possible, pour n’en prendre en considération

w’un trés petit nombre 4 la fois, tout en tenant compte
successivement d’elles toutes.

On remarquera que, dans ce paragraphe, Descartes entend se restreindre
i 1a considération de deux dimensions. Craintif a 1'égard des déborde-
ments de 1'imagination, il est en retrait sur le maitre qu'il a certai-
nement di lire, Nicolas Oresme, le véritable précursehr, comme 1'a
signalé Duhem dans le tome IV de son traité, de la géométrie analyti-
oue. Oresme associe & chaque point d'une surface, point repéré par

Descartes aux Diafoirius en tout genre:
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une Tlatitude et une longitude, .la mesure locale d'une propriété,
évaluée par son intensité dont la valeur est portée sur la normale
a la surface au point considéré.

Cependant Descartes écrit é&galement:

~_si nous traitons d’une figure, pensons que nous
traitons d’un sujet étendu, congu sous ce rapport sculc-
ment qu’il est figuré; si c’est d’un corps, pensons quc
nous traitons d’un sujet identique, en tant qu’il posséde
longueur, largeur et profondeur; si c’est d’une surface
représentons-nous un sujet identique, en tant que pn\-‘
sédant longueur et largeur, et en laissant de coté
profondeur, mais sans la nier; si c’est d’une ligne, cn
tant que possédant la longueur seulement; si c’est d’un
point, concevons toujours un sujet identique, abstrac-
tion faite cette fois de tout, sauf du fait qu’il est un
étre.

Descartes aurait pu concevoir les variétés abstraites et intrinséques.
Citons encore deux phrases:

Une fois qu’on a remarqué tout cela, on peut aisé-
ment conclure qu’il ne faut pas moins abstraire ici les
propositions ! des figures elles-mémes qui sont I'objet
des géometres

Détendue, ou Ja figure n'est pas
le corps; le nombre n'est pas la chose ﬂomi%’c; la .mrj}’:fr
est la limite du corps, la ligne celle de la surface, le point
celle de la /{gm; Vunité n'est pas une quantité, etc. Toutes
ces propositions, et celles qui leur ressemblent, doivent
pour étre vraies, étre complétement soustraites 4 Pima.
gination; et C’est pourquot nous n’avons pas Pintention
d’en traiter par la suite 1.

Enfin, bien des théories modernes, celle des réels par
exemple, se cachent sous cette phrase:

Il faut savoir aussi que les grandeurs continucs

452 peuvent, grice 4 une unité d’emprunt, se réduire i

une multiplicité, parfois en totalité, et toujours au

moins partiellement; que la multiplicité des unités

peut ensuite se disposer selon un ordre tel que la diffi-

culté, qui appartenait 4 la connaissance de la mesure,

finisse par dépendre de la seule considération de 'ordre;

€t que c’est en ce progrés que réside le plus grand
secours de la méthode.

Notons au passage quelques coups de patte donnés par

souvent, pourtant, que les doctes fassent uIslaaénc‘ir:
- distinctions si subtiles qu’ils brouillent la lumiéregnatu-
relle, et qu’ils trouvent des ténébres 14 meéme ou les
incultes ne font jamais preuve d’ignorance
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ceux
qui attribuent aux nombres d’¢tonnantes et mystérieuses
propriétés, pures sottises auxquelles ils n’ajouteraient
certes pas tant de foi, s’ils ne se représentaient le

nombre comme distinct des choses nombrées !,

11 va sans dire que ces maux de 1'épogue ont traversé les siécles.
1.10 L'esprit fasciné par ses propres constructions

La faculté d'apercevoir des résultats généraux chargés
d'une signification de trés grande portée, et, par suite, sa capacité
3 fonder des théories générales dont 1'usage devient indispensable,
caractérisent la puissance du mathématicien. Plus généralement, la
recherche de 1'universel apparait comme une litanie dans tous Tles
gcrits philosophiques, qu'ils soient de Platon ou des mathématiciens.

Oresme, aux idées trop en avance sur son temps, le mathé-
maticien italien Luca Pacioli dans Summa de arithmetica geometrica
(Venise, 1494), avaient congu ou utilisé 1'idée de la représentation
analytique des faits géométriques. Le progrés qu'apporta Descartes
fut d'assecir le statut de cette représentation*. Un autre de
ses mérites, du point de vue de la géométrie, est d'avoir cherché
a évaluer, pour .un polyédre convexe quelconque, le nombre B de ses
angles plans: il s'agit d‘un probléme nouveau. Descartes obtient
d'un coté la valeur de B en fonction des nombres f de faces, s de
sommets du polyédre: B = 2f - 2s + 4. 11 démontre par ailleurs que
B = 2a, oi a désigne le nombre d'arétes. Mais i1 ne songe pas & écrire
1a relation d'Euler, f - a + s = 2, car il n'en voit pas le caractére
plus intrinséque.

I1 est symptomatique que Newton ne s'interessa pas davan-
tage a ce travail de Descartes. Par contre, comme celui-ci et nombre
de leurs prédécesseurs, Newton s'interrogea sur la validité de 1la
géométrie comme représentation du monde physique.

Nous rencontrons alors un courant de controverses peu
apparentes, mais qui n'a cessé de courir & travers -la littérature
scientifique: Jjusqu'd quel degré les représentations que nous élabo-
rons concordent-elles avec la réalité ? Dans la mesure ol, a travers

- e e S £-"dZ aue NNocrartes connaissait Oresme't.
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la notion de représentation, toute 1'activité de la pensée est concer-
née, il semble nécessaire de rectifier 1'énoncé précedent, et d'
énoncer que toutes les controverses, les plus violentes soient-elles,
ne sont, en définitive, que les expressions des débats engendrés
par les réponses diverses que 1'on peut apporter a cette question
essentielle sur la qualité de nos représentations.

Pour ce qui est du rapport du lieu physique avec le lieu
mathématique, les savants du Moyen Age, Grégoire de Rimini ou Buridan
par exemple, s'attachent & marquer 1la distinction. entre les deux
notions. Descartes, comme nous 1'avons vu au paragraphe précédent,
éprouve le besoin d'affirmer que les notions mathématiques doivent pour 8tre
vraies 8tre compldtement soustraites 3 l'imagination. Quant a Newton, i1 cons-
tate, dans son premier Scholie des Principia (1687), que les concepts
de temps, d'espace, de lieu et de mouvement sont

connus de tout le monde ; mais il faut remarquer gue pour
n’avoir considéré ces quantités que par leurs relations & des
choses unllblg!, on est tombé dans plusieurs erreurs.
. Po\g‘lel éviter, il faut ;listinguer le temps, V'espace, le
ieu, e mouvement, lus & relati, i ‘
B imatio & vulgaei:e:. solus & relatifs, vrais& apparens,

On voit apparaitre ici le double jeu de la pensée qui
tente de clarifier ses concepts, de les analyser, soit par la rationa-
1ité pure, soit par référence au sensible, chacune des modalités
pouvant, par la force de son imprégnation dans 1'esprit, 1'engluer
dans des habitudes de voir et de penser.

Mais quid de la véritable question qui sous-tend les réactions des

uns et des autres sur les raisons de cette adéquation ? Nul, en fait,
n'y répond.

1.11 Au commencement &tait le Verbe ou 1'apport de Leibniz

Bien que  connaissant le travail de Descartes sur la géométrie des
po?yédres, Leibniz n'en tira pas avantage. L'apport de Leibniz est
d'introduire une terminologie et une nouvelle classe de problémes.
Dans une lettre a Huygens du 8 Septembre 1679, Leibniz, insatisfait
de 1'usage que 1'on peut tirer de 1'algébre de son &poque pour trouver
de nouvelles propriétés géométriques croi(t) qu'il nous Ffaut encore

une i i y
autre analyse proprement géométrique ou linéaire, qui nous exprime
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directement situm, comme l'algdbre exprime magnitudinen.I1 fait suivre sa lettre
d' un essay qui me paroit considérable: Leibniz y cherche le lieu de points
X congrus a un point A modulo une relation d'équivalence. Un des
développements de ces idées par Grassmann conduisit & Tla mise sur
pied du calcul vectoriel. I1 convient des'appesantir sur 1'article
de Leibniz: n'est prise en compte aucune donnée métrique, et derriére
1'emploi des congruences surgit aujourd'hui celui des groupes. Leibniz
avait raison de pressentir 1'importance considérable de sa démarche.
Comme le terme situm n'était 1ié a aucun probléme précis,
les esprits informés purent affecter ce terme de connotations diverses
analysis situs, géométrie de position, géométrie‘ de situation. I1

reste 3 reconstituer les itinéraires suivis par la terminologie leib-
nizienne, les maniéres dont se sont réalisés les glissements sémanti-
ques. On apergoit ici, et & nouveau, 1'influence du Verbe sur le
devenir de 1'homme, le rdle joué, dans le développement de la connais-
sance et de la saisie du monde, par 1'acte de nommer.

1.12 Euler et Buffon

Voici comment, & travers le célébre propos d'Euler sur
le probléme de Keonisberg (1736), les mathématiciens de Saint-Peters-
bourg interprétérent Leibniz: D'aprés lui, cette partie de la géométrie s'occu-
pe de déterminer seulement la position et de chercher les propriétés qui résultent
de cette position; dans ce travail, il n'est besoin ‘ni dtavoir égard aux grandeurs
elles-mdmes, ni de les calculer; mais il n'est pas encore assez bien établi quels
sont les problémes de ce genre appartenant 3 la géométrie de position, et quelle métho-
de il faut employer pour les résoudre.

Ce texte est remarquable car on y voit s'affirmer la
distinction entre les propriétés métriques et les propriétés position-
nelles. Euler prépare le terrain pour qu'émerge la notion de métrique
en soi.

I1 donne un é&lément de solution, par ailleurs
devenue classique, & cette question générale qui concerne toutes
les sciences: sous quelles conditions une théorie peut-elle prendre
naissance et se développer ? Euler présente le point de vue fonction-
nel et utilitaire. Un objet n'a d'existence viable et ne s'é&panouit
que pour autantou'il peut rendre de mille maniéres des services, &
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la résolution notamment de problémes encore non ou mal résolus. De
fait, c'est pour 1'étude des fonctions analytiques complexes que
Riemann fit apparaitre des problémes de classification topologique,
et contribua a 1'é@laboration des théories homologiques.

Neammoins, le caractére utilitaire d'une théorie & ses
débuts est en général peu marqué. Dans ces situations,- 1'intuition
est maitresse du jeu. Son caractére est double: physique et rationnel-
le d'un coté, confuse de 1'autre. La part de T1'intuition physique
est parfois la plus faible, 1'intuition rationnelle supplée alors
d ses déficiences, ce qui est assez &tonnant: se dégage petit a petit
des profondeurs de 1'inconscient les différentes strates de significa-
tion en lesquelles se décantent les concepts et les notions qui bai-
gnent dans 1'espace mental.

La création de 1'espace a priori suscite-t-il son emploi
au point d'en faire un outil, ou bien les nécessités fonctionnelles
plus ou moinsaprarentes pésent-elles avec assez de poids pour engen-
drer la conception de 1'objet ?Le second point de vue aurait la préfé-
rence, car il est vraisemblable que toutes nos constructions mentales,
d travers le fonctionnement des mécanismes physiologiques, sont 1'ex-
pression de réalités physiques, dans les premiers temps sans doute
trop mal pergues pour étre correctement présentées et employées.

Bien que du point de vue strictement mathématique Tles
travaux d'Euler eurent une incidence plus profondes sur le développe-
ment de Tla topologie que les vues de Buffon, ce grand naturaliste
mérite & coup sir d'étre cité. Car finalement, i1 semble &tre celui
qui, & son époque, comprend le mieux 1'intérét des conceptions topolo-
giques. Certes, comme 1'ensemble des savants de son siécle, il fait
observer que la théorie est encore & créer. Mais il est le premier
@ en voir un usage, et son propos ne peut laisser indifférent:

Tout ce qui a immédiatement rapport 3 la position manque absolument
& nos anciennes nathématiques. Cet art que Leibniz appelait Analysis situs n'est pas
encore né, et cependant cet art qui nous ferait connaftre les rapports de position
entre les choses serait aussi utile et peut #tre plus nécessaire aux sciences naturel-
les que l'art qui n'a que la grandeur des choses pour objet; car onaplus souvent besoin
de connaltre la forme que la matidre. Nous ne pouvons donc pas, lorsqu'on nous présente

une forme développée, reconnaitre ce qu'elle était avant son développement; et de
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néme lorsqu'on nous fait voir une forme enveloppée, ¢'est-a-dire une forme dont les
parties sont repliées les unes sur les autres, nous ne pouvons pas juger ce qu'elle
doit produire par tel ou tel dévelopement. N'est-il pas évident que nous ne pouvons
pas juger en aucune fagon de la position relative de ces parties repliées qui sont
comprises dans un tout qui doit changer de figure en se développant ? (Oeuvres Complé-
tes,1v,IX,p.73).

Buffon, préformiste non trivial et moderne, préconise
1'étude du déploiement é&pigénétique des formes, attribuant, pour
des raisons qu'il ne dit pas, une sorte de prééminence de la forme
sur la matiére: raison implicite et évidente, déja présente dans
la philosophie grecque; dans la mesure ou toute forme domnée est sus-
ceptible d'étre réalisée a 1'aide de matériaux trés divers, la forme
est un invariant de 1'objet plus intrinséque que le matériau aui
le constitue.

Le programme esquissé par Buffon est finalement celui
d'une bonne part des mathématiques dans la mesure oli, Jjustement,
les mathématiques elles-mémes se déploient selon un processus épigéné-
tique. La méthode de travail de Poncelet, les travaux en géométrie
flexible, la théorie du déploiement en analyse, les études sur les
structures des variétés, sont autant d'étapes sur la voie d'une pré-
entation de 1'univers des objets mathématiques comme celui d'un jeu
évolutif de construction. Cette construction paraitra toujours incom-
pléte, car i1 lui manquera la considération des apports énergétiques
qui permettent les changements de dimension et les excroissances
organisées, considération qui ferait de cette mathématique une physi-
que.

1.13 Comment apprécier 1'influence de Kant ?

La question n'est ici que posée. L'oeuvre de Kant est
éminement tributaire des théories et des conceptions é&labcrées par
les mathématiciens des dix-sept et dix-huitiéme siécles. A travers
ses discours, répétitifs et parfois contradictoires, Kant s'intéresse
principalement & 1'espace classique du physicien. De ce fait, Kant
songe surtout a la géométrie, en particulier a celle & trois dimen-
sions. Pourtant, dans ses Pensées sur 1'évaluation des forces vives
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(1748), i1 reconnait qu'une géométrie & plus de trois dimensions
serait, du point de vue conceptuel, supérieure @ une géométrie a
trois dimensions. Mais i1 ne voit pas la nécessité de 1'établir,
puisqu'elle ne correspond pas au monde créé par Dieu.

Kant est cependant un esprit trés ouvert. I1 faut mettre
i son crédit cette pensée aussi solide que novatrice et féconde,
elle anticipe les futurs développement de la géométrie:

) Car si toutes les modalités de I’espace sont empruntées

supplement par l'expérience aux relations extérieuresles

axiomes géométriques n’ont qu'une universalité compara-

tive, telle qu'on 'obtient par induction, c’est-a-dire s’étendant

aussi loin que les observations, une nécessité qui résulte des

lois établies de la nature, une précision arbitraire et fictive,

en sorte qu'on peut espérer, comme il arrive dans le domaine

empirique, de découvrir un espace pourvu de modalités toutes

différentes et peut-étre méme une figure enclose par deux

lignes droites %.

Gauss, Bolayi, Lobatchevski, Hilbert ont-ils lu ce passage de Kant
(Dissertation de 1770, section III1,15D), et lui ont-ils porté 1'atten-
tion qu'il méritait ?

L*incitation initiale de Leibniz & approfondir 1'étude
des relations spatiales, conduisit Kant, qui connaissait déja les
opinions d'Euler et de Buffon (texte précité) sur ce sujet, a examiner
la question & son tour. Dans son étude Des premiers fondements de
la différence des régions de 1'espace* (1768), Kant souléve de maniére
implicite les questions d'orientation, @ travers 1'examen qu'il entre-
prend des problémes de symétrie et de congruence: il y aborde Tles
questions de la droite et de la gauche. Son propos parait ici trop
philosophique pour avoir une influence durable sur les mathématiciens.
Toutefois, une autre publication, Qu'est-ce que s'orienter dans
la pensée (1768), doit étre mentionnée: traduit-elle la présence
dans le monde scientifique de son époque, d'un courant de réflexion
centré sur 1'orientation, ou bien ce texte est-il 1'expression de
la réflexion originale de Kant ? Par qui cette publication a-t-elle
été Tue, et dans quelle mesure a-t-elle pu stimuler les travaux de
mathématiciens, comme par exemple ceux de Lazare Carnot, sur ces ques-
tions?

* s . s .
Les notes rédigées par S.Zac pour 1'édition chez Vrin de cet opuscule m'ont été

utiles pour la préparation Ces derniers paragraphes de ce chapitre.
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Pour parvenir peut-&tre & répondre & ces interrogations,
il serait sans doute nécessaire de se livrer a une lecture aprofondie
des lettres, gazettes et ouvrages de 1'époque. Dans cet ordre d'idées,
on notera la découverte récente par J.C.Pont d'un ouvrage publié
en 1795 par J.H.Rehbein, Versuch einer neuen Grundlegung der Geometrie.
Ouvrage sans suite, dont seule la premiére partie semble présenter
un intérét. L'auteur, se réclamant de Kant, établit des définitions
nominatives, indiquant les possiblités d'existence d'objets (points,
lignes, surfaces), et certaines de Tleurs propriétés. Aucune d'elle
n'est métrique, et Rehbein peut &crire: De fagon que si on voulait distinguer
une géométrie commune d'une géométrie supérieure, on devrait dire de l'une (celle
d'Euclide) qu'el/le ne contient que les droites et les plans, de l'autre (la sienne)
des objets courbes. L'auteur construit ainsi les différents types topolo-
giques de surfaces orientables selon les procédures d'attachement
et d'identification, "classiques" en topologie différentielle, depuis
quelques années seulement.
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Appendice 1
La version originale du discours cartésien de la méthode

Platon est assurément le premier philosophe des sciences:
premier en date sans aucun doute parmi ceux qui ont laissé derriére
eux une oeuvre écrite consistante, primus inter pares également par
la variété des disciplines qu'il a abordées et sur lesquelles les

modernes n'ont guére apporté de vraiment neuf.

Une synthése des conceptions platoniciennes peut conduire
3 écrire un ou peut-étre méme plusieurs discours de la méthode.le
lecteur va découvrir quelques-unes des analogies entre Descartes
et Platon, le travail de comparaison systématique entre les oeuvres
des deux philosophes n'ayant point été entrepris.

DESCARTES I PLATON

| Le premier était de ne recevoir jamais IC'est donc, en toute entreprise, sur le I
| aucune chose vraie que je ne la connusse |point de départ qu'on doit toujours por- |
| évidemment Btre pour telle, c'est-a-dire | ter le plus de réflexion et d'attention |
| d'éviter soigneusement la précipitation |afin des'assurer si le principe posé est |
| et la prévention, et de ne comprendre | juste ou non; quand il a été |
| rieh .de plus en mes jugements que ce qui | bien éprouvé, on voit le reste |
| se présenterait si clairement et si dis- | s'y accommoder (Cratyle,437 a). |
| dinctement 3 mon esprit que je n'eusse |

| aucune occasion de le mettre en doute . |

|Le second, de diviser chacune des diffi- |— Mais le second procédé, Socrate, quel |
| cultés que j'examinerais en autant de | est-il ? |
| parcelles qu'il se pourrait et qu'il se- |- Il consiste 3 diviser % nouveau 1'idée |
t rait requis pour les mieux résoudre. | suivant ses éléments, suivant ses arti- |

| Jculations naturelles, en tachant de n'y |

| | rien tronquer, ... (Phidre, 266a). |
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| La troisigme, de conduire par ordre mes
| pensées, en commengant par les plus sim-
Iples et les plus aisés 3 connaltre, pour
| monter peu 3 peu comme par degrés jus-
| ques 3 la connaissance des plus composés
| et supposant meme de 1'ordre entre ceux
| qui ne se préctdent point naturellement

| les uns les autres

| Et le dernier, de faire partout des dé-
| nombrements si entiers et des revues si
| générales que je fusse assuré de ne rien

[ omettre.

|

| Pour commencer cette nouvelle explica- |
| tion de ltunivers, il faut pousser nos |

| divisions plus loin ...(Timée, 49a).

| Au lieu de prendre toutes les formes, |
| dont le plus grand nombre pourrait nous |
| embrouiller, choisissons-en quelques-

Junes de celles qui passent pour les plus |
|importantes, et voyons d'abord ce qu'est |
|chacune d'elles, puis quel pouvoir elles |
| ont de s'associer les unes aux autres. |

| (Sophiste, 254b). |

|il ntest pas possible de donner 1vexpli- |
|cation scientifique d'une chose avant d
favoir fait 1'énumération complite de ses
| 61éments en y ajoutant le jugement vrai

| (Théétdte, 207) |

le projet

| tachant 3 découvrir la fausseté ou 1'in-
| certitude des propositions que j'exami-
| nais, non par de faibles conjectures,
| mais par des raisonnements clairs et as-
| surés,je n'en rencontrais point de si
| douteuse, que je n'en tirasse toujours
| quelque conclusion assez certaine, quand
| ce n'elit été que cela néme qu'elle ne

| contenait rien de certain.

l

[Ceux-13 memes ont jugé que 1'ame ne sau- |
| rait tirer aucune utilité des connais-
| sances qu'on lui donne, jusqu'a ce qu!'

| on la soumette 3 la critique, qu'en la

lréFutant on lui fasse honte d'elle-méme,

I
|
|
|

| quton lui Ste les opinions qui font ob-

| stacle I'enseignement, qu'on la puri-

| fie ainsi, et qu'on l'améne 3 reconnat-

| tre qutelle ne sait que ce qu'elle sait |

| et rien de plus. (Sophiste, 230d)

Descartes donnerait-il lui-méme raison 3 Beaugrand ?:

J'y avais appris tout ce que les autres y apprenaient; et méme, ne m'é-

tant pas contenté des sciences qu'on nous enseignait, j'avais parcouru

tousles livres traitant de celles qu'on estime les plus curieuses et

les plus rares qui avaient pu tomber entre mes mains.

CHAPITRE 11

SUR L'EVOLUTION DE QUELQUES CONCEPTS TOPOLOGIQUES
A TRAVERS LES ECRITS DES GEOMETRES FRANCAIS

2.1 Rappels sur 1'influence de la dynamique dans la genése des notions
mathématiques

Divers auteurs ont publié des études sur 1'histoire de
la topologie: par exemple, en langue frangaise, Bourbaki, G.Hirsch,
J.C.Pont. L'ouvrage de celui-ci porte sur les origines des topologies
différentielle et algébrique. L'étude de J.C.Pont sera ici quelque
peu complétée, faisant davantage valoir le role joué par les géométres
frangais, ceux du dix-neuviéme siécle notamment.

La naissance de la topologie se situe au confluent de
deux courants principaux: le courant géométrique d'une part, le cou-
rant analytique et numérique d'autre part. Dans ce chapitre, 1‘atten-
tion sera portée sur 1'aspect géométrique.

L'étude géométrique conduit & envisager plusieurs types
de géométries, a mettre en évidence les particularités locales des
figures et des formes géométriques, & étudier les modes de passage
locaux d'un élément d'une forme & un élément voisin, & définir la
notion de multiplicité.

Ces travaux ont pour origine 1'idéalisation et 1'analyse
minutieuse de ces nombreux modéles d'objets et de questions de nature
trés concréte. Ces questions concernent 1'architecture, le dessin,
le tracé des cartes, la mécanique. Dans la mesure ol les études de
perspective et de tracé sont 1iés aux mécanismes de 1'optique et
donc de la propagation des ondes et du mouvement de la lumiére, on
peut concevoir que 1'ensemble des problémes physiques qui donnérent
naissance aux développements des mathématiques se rattachent a 1la
seule dynamique. i

La géométrie différentielle est en tout cas d'origine
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dynamique. La premiére notion introduite est celle de centre instanta-
né de rotation par Roberval (1602-1675), Tla seconde. est celle de
déplacement fini par La Hire (1640-1718). Galilée se considérait
comme le fondateur de la dynamique; le physicien n'en disconviendra
pas. Mais le mathématicien n'aurait pas tort, du point de vue de
sa discipline, d'attribuer ce titre & Newton, car il a largement
surpassé ses prédecesseurs. I1 a magistralement reconnu que la courbe
fixe que considéraient les Anciens pouvait s'obtenir comme trajectoire
d'un mouvement: & la suite de son maitre Barrow (1630-1677), il con-
¢oit tout nouvel é&lément de courbe comme 1'augmentation locale ou
“fluxion" de 1'espace parcouru par un mobile. La synthése entre les
calculs de volume envisagés sous les angles statique d'une part,
dynamigue d'autre part, le conduisit, par 1'emploi de Tla méthode
analytique, au calcul différentiel et intégral. I1 définit par ailleurs
le centre et le rayon de courbure, puisant ici son inspiration auprés
des géométres frangais. Pour Newton, ces considérations ont également
un intérét morphologique.

2.2 Apercu sur la genése et le développement de la notion de voisinage

En définissant le centre de courbure, Newton raisonne
en termes de mouvement et de Timite. Il aurait pu parler de deux
points de la courbe voisins 1'un de 1'autre. Pourtant, cet adjectif,
voisin, et la notion spatiale correspondante, ne semblent pas avoir
été utilisés avant Monge (1776-1818), dans un mémoire présenté en
1771 et paru en 1775. En 1809, Monge publie son traité d'Analyse
appliquée a 1la géométrie. Trés apprécié, peut-on lire, ce traité
de géométrie différentielle conforta son auteur comme chef de file
des géométres francais. Monge y dé&finit les notions d'enveloppe et
de caracteristique, et traite de questions tout a fait modernes.
Page 469 de son traité, il écrit:

Si donc, considérant une certaine enveloppée pour laquelle
la constante arbitraire a une certaine valeur o on passe 3 l'envelop-

pée infiniment voisine, pour laquelle 1'arbitraire ait la valeur

a+da...
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Cette phrase est peut-étre la seule de 1'ouvrage ol Monge utilise
1'expression "infiniment voisine". La notion de voisinage n'est donc
pas encore pergue, dans la conscience de Monge et de ses successeurs
jmmédiats, avec toute 1'importance qu'elle mérite, en dépit de la
grande portée concréte que posséde sa signification.

Néammoins, si 1'on en croit les psychanalystes, le choix
des termes du langage n'est pas innocent. I1 révéle en 1‘occurence
chez Monge le développement de la vision spatiale. Un usage terminolo-
gique chargé de pertinence finit toujours par s'imposer.

Le terme de voisinage n'apparait encore, en Analyse,
que furtivement sous la plume de Cauchy (1789-1857), dans son Cours
d'Analyse, en 1821, au moment ol il énonce son théoréme (inexact)
sur la continuité de la somme d'une série convergente de fonctions
continues:

Tuconive 1. — Lorsque les dufférents termes de la série (1) sont des

Jonctions d’une méme variable x, continues par rapport a cette variable

dans le voisinage d'une valeur particulicre pour laquelle la série est con-

vergente, la somme s de la serie est aussi, dans le voisinage de cette valeur

particulicre, fonction continue de x.

On ne s'&tonnera pas que Chasles (1793-1880), géométre
éminent, tout comme F.Klein (1849-1925) - dans son programme &noncé
a8 Erlangen en 1873 - utilisent la notion et le terme de voisinage
en 1'associant a des déplacements infinitésimaux.

Klein a pu également étre influencé par Cantor, dont
les travaux seront trés lus jusqu'au début du vingtiéme siécle. Poin-
caré fera traduire les principaux articles de Cantor pour les publi-
er en frangais, dés 1883, dans les Acta Mathematica. L'article ol
apparaissent les premidres notions qui conduiront & la théorie des
ensembles porte la date du 8 Novembre 1871. La traduction frangaise
de 1'article original s'intitule Extension d'un théoréme de la théo-
rie des séries trigonométriques. Cantor y donne la définition suivante

Par point-limite d'un systéme de points P, jentends un point de la
droite tel que dans son voisinage, il y ait un nombre infini de points du
systtme P; il peut d'ailleurs se faire que le point-limite appartienne &
ce systéme. Et jappelle voisinage d'un point tout intervalle dans lequel
ce point est contenu.



38

I1 faudra quelque temps encore pour qu'on s'apergoive que ces défini-
tions sont assez rigoureuses. L'emploi de la notion et du terme voisi-
nage pris dans son acception la plus générale se répandra aprés la
publication, en 1906, de la thése de Fréchet (1878-1973), publiée
dans les Rendi Conti di Palermo.

S'appuyant sur ses propres travaux, ceux de Riesz, Hilde-
brandt, Root, Hausdorff, Fréchet donne, dans une note aux Comptes
Rendus parue en 1917, les propriétés des voisinages telles qu'elles
apparaissent aujourd'hui dans la définition des espaces topologiques.

2.3 Les intuitions de Carnot

Nous verrons, au paragraphe suivant, 1'influence des
écrits de L.Carnot (1753-1823) sur Poncelet. L'ouvrage que Carnot
a publié en 1803, Géométrie de position, &tait fort attendu par Gauss
(1777-1855). Cet ouvrage contient des vues remarquables sur le déve-
loppement des mathématiques.

1. Ainsi cette phrase, située & la page 36 de 1'introduc-
tion & son traité, montre qu'il a entrevu 1'existence de la théorie
trés vaste et essentielle, qui porte aujourd'hui le nom de topologie
dynamique:

Au surplus, cette géométrie de situation ou de transposition, n'est
elle-néme que la moindre partie d'une science tr2s-étendue, trds-importante, et qui
n'a jamais été traitée. Cette science est, en général, la théorie du mouvement, consi-
déré, abstraction faite des forces qui le produisent ou les transmettent.

Dans son traité, Carnot fait référence & Newton qui conce-
vait la courbe comme engendrée par un mouvement, et initie la cons-
truction du groupe local & un paramétre de difféomorphismes: il consi-
dére en effet des transformations infinitésimales ainsi que leurs
symétriques.

2. On ne ssurait dire que 1'attention des historiens
et philosophes des mathématiques ait &té fortement accrochée par
les notions de figures primitives et corrélatives introduites par Carnot:
on pourrait cependant voir dans ce choix terminologique 1'influence
de Kant. Cette méme influence pourrait encore étre relevée dans la
maniére selon laquelle Carnot aborde les questions d'orientation.
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On trouve pourtant dans ces notions et en puissance toute
la théorie moderne du déploiement des applications diférentiables,
avec ses emplois multiples dans 1'étude des formes obtenues par pro-
jection, par bifurcation. Evidemment, Carnot ne peut encore donner
des régles algébriques qui caractériseraient des classes d'équivalence.
Pour Tui,lLa Géométrie de position a pour objet de rechercher spécialement la con-
nexion qui existe entre les positions respectives des diverses parties d'une figure
proposée, et leurs valeurs comparatives. Partant d'un systéme prinitif, i1 con-

sidére les systimes corrélatifs, ... c'est-3-dire tous ceux qu'on peut considérer

comme les différents états d'un méme systdme variable qui se déforme par degrés insen-
sibles.

I1 ne prend en compte que des changements ... qu'on appelle
infiniment ou indéfiniment petits. Dépassant le cadre géométrique classique
qui fait 1'objet de son traité, devinant la puissance de sa méthode,
i1 écrit en fin d'ouvrage que rien n'est plus important dans la théorie des
courbes, que la transformation des coordonnées prise dans l'acception la plus générale,
transformation infinitésimale qui devrait permettre d'obtenir toutes
les formes locales de courbes.

Par cette vision, puissante et profonde, qui anticipe
les travaux de Lie, de Cartan et des mécaniciens contemporains, Carnot
mérite bien, au royaume également des mathématiques, ce titre de
général en chef que lui avait conféré la Convention, en récompense
de sa réussite comme "Organisateur de la Victoire".

La méthode de Carnot conduira Poncelet & &noncer son
célébre "principe de continuité” qui fera 1'objet de la controverse
entre Cauchy et Poncelet.

3. bu point de vue géométrique, en développant la géomé-
trie de position, Carnot favorise la conception classique de la géomé-
trie (les Anciens, Pascal, Desargues), aux dépens du courant analyti-
que. Avec Monge, on peut considérer Carnot comme 1'un des fondateurs
du courant géométrique dit "synthétique" qui traverse le dix-neuviéme
siécle (Poncelet, Chasles, Pasch, Von Staudt, Veblen) et déborde
Targement sur le vingtiéme (Hilbert, Tutte). Ce courant pésera fort
dans la genése de la position axiomatique qui s'affirmera avec Hilbert
La synthése procéde en partant des axibmes et s'éldve par gradation aux vérités comple-

xes, écrit déja Carnot.
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Cependant, dans son ouvrage, 1'introduction d'orientations
(angles, vecteurs), la recherche des relations minimales entre gran-
deurs a partir desquelles les autres grandeurs peuvent é&tre définies
et calculées, préfigurent les méthodes de base de 1'algébre linéaire.

2.4 Les débuts de 1a notion de métrique

La topologie est en général présentée comme 1'étude des
propriétés d'objets, indépendamment de leurs propriétés métriques.
On examine en particulier la permanence de ces propriétés sous 1'effet
de déformations particuliéres, savamment classées.. La distinction
entre propriétés métriques et non métriques ne s'est pas faite de
maniére spontanée. Nous avons suivi, au chapitre précédent, 1'évolu-
tion au cours du dix-huitiéme siécle des conceptions sur ce point.
Ce n'est qu'au milieu du dix-neuviéme siécle que sera précisée la
notion de métrique, et i1 faudra encore un bon demi-siécle avant
que ne se précise la notion d'"espace abstrait".

Avec L.Carnot s'affirme, avec beaucoup plus de netteté
que chez Euler, la distinction entre les divers types de propriétés
d'un objet. Carnot, dans la premiére section du permier chapitre
de son ouvrage, fait observer qu'll existe entre les diverses parties de toute
figure géométrique, deux sortes de rapport: les rapports de grandeur et les rapports
de position. Mais Carnot n'entend pas confondre la géométrie de position
avec la géométrie de situation telle qu'on peut la concevoir 3 partir
de 1'article que d'Alembert consacra dans 1'Encyclopédie au terme
“Situation".

Au mémoire de Brianchon, inséré dans le X° cahier du Journal
de 1'Ecole Polytechnique, (Jje) dois 1'idée de mon travail, &crit Poncelet (1788-
1867) dans 1'introduction & son Traité des propriétés projectives
des figures (1822). Mais si 1'on examine ses conceptions philosophi-
ques, i1 semble que, & travers Brianchon sans doute pour la partie
technique, ce soit a Carnot que Poncelet soit davantage redevable.

Poncelet a couché sur le papier ses conceptions pendant
1thiver 1818 3 1819. I1 a rédigé un cahier, adressé en 1819 & MM.Terquem,
Servois et Brianchon. Ce cahier ne fut publié qu'en 1864, dans la
derniére &dition de son traité, ol Poncelet dit enfin tout ce qu'il
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a sur le coeur.

2. L’objet de la Géométrie, considérée d'une maniére géné-
rale, est d'étudier les propriéiés des corps sous le rapport de
leur étendue ou de leur configuration. ~

3. De plus, parmi toutes les propriétés de F'éiendue, it
et qui ne concernent que les rapports ou relations existanl
entre les grandeurs mesurées des parties des figures, tandis que
les autres, sans dépendre explicitement de ces relations, n’ont
wrait qu'aux affections relatives a leur configuration, a leur ma-
niere d'étre réciproque. Pour les distinguer entre elles, on
pourrait appeler celles-ci graphiques ou descriptives, tandis que
les premiéres recevraient le nom de propriétés métriques, c’est-
a-dire concernant les rapports, la mesure; et c’est ainsi que
nous en userons dans ce qui va suivre, afin d’abréger le dis-
cours et de lui donner plus de clarté, puisque les expressions
qui précédent ont un sens bien déterminé.

Cependant, la Géométrie descriptive pourrait éire considérée
comme ayant principalement pour objet les propriétés gra-
phiques des figures, et la Géomélirie analytique comme ayant
pour objet, de son coté, les relations ou les propriéiés mé-
triques; car cette derniére science ne commence ses opéra-
tions que quand la Géométrie lui a livré les premiers rapports,
etelle les termine précisément quand il s’agit d’en interpréier
les résultats sur la figure.

Poncelet pourtant ne parvient pas a concevoir la topologie
différentielle. Car i1 meut son esprit dans le royaume des figures
géométriques classiques dont i1 est devenu le familier auprés des
géométres anciens et de son maitre actuel, Monge. Aucune motivation
d'ordre physique ou mathématique n'est 1a, comme chez Riemann, pour
le contraindre & sortir de son cadre de pensée. C'est pourquoi 11
note:

k. Malgré la distinction que nous venons d’établir entre
ces deux espéces de propriétés, on sent toutefois qu’elles ont
entre elles la dépendance la plus intime, et que souvent celles
d'une espéce pourront conduire immédiatement a celles de
l'autre. On a constamment réuni dans les recherches purement
géométriques ces deux genres de propriétés, parce que, en
effet, il n’est aucun moyen de les isoler d'une maniére absolue
et parfaite.

Poncelet n'est pas parvenu & pousser & fond son analyse, et a dégager
véritablement les figures qu'il considérait dans ses entreprises
géométriques des contraintes métriques qui les modelaient d'une manié-
re trés stricte. On peut toutefois tirer de cette expérience une
lecon: lorsque 1'analyse met & Jjour une propriété nouvelle, il con-
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vient de se forcer a 1'étude d'objets ne posssédant si possible que
la propriété considérée. Un domaine nouveau de recherches est ainsi
soumis @ la sagacité des savants.

11 est difficile d'apprécier 1'influence des propos de
Carnot et de Poncelet sur les pensers des mathématiciens du dix-neu-
iéme siécle. Elle n'a certes pas &té négligeable. On a vu que Gauss
attendait avec impatience la parution du traité de Carnot. On sait
que la lecture du traité de Poncelet décida Abel a embrasser la car-
riére de mathématicien, que ce méme traité fut Tu par la trés grande
majorité des mathématiciens du siécle: Hadamard (1865-1963) aurait
pu y lire une définition de la notion de probléme bien ou mal posé.
La considération par Poncelet de polygones mobiles inscrits et cir-
conscrits sera utile & Jacobi pour le calcul des intégrales ab&liennes
et sera reprise plus tard par Jordan pour définir les notions de
mesures intérieure et extérieure.

Quand ils nous font part de leurs souvenirs, les savants ne précisent
que trés rarement la part exacte des idées qui ont exercé une influen-
ce sur leurs modes de pensée et leurs conceptions.

On doit & B.Riemann les premiéres réflexions approfondies
sur la notion de métrique, et les premiéres expresssions analytiques
de quelques classes de métriques. Les idées de Riemann sont exposées
dans le Mémoire lu par ltAuteur le 10 Juin 1854, 3 l'occasion des épreuves d'Admis-
sion 3 la Faculté philosophique de Gottingue, et intitulé Sur 1les hypothéses
qui servent de fondement & la géométrie. Sur le plan de la réflexion,
ce mémoire n'a pas encore &té dépassé, et de larges extraits en seront
cités.

Sur le plan mathématique, Riemann utilise les résultats
obtenus par les géométres différentiels, par Gauss notamment, sur
1'évaluation de la courbure des surfaces: la longueur d'une Tigne
fermée située au voisinage d'un extrémum d'une surface dépend évidem-
ment de la courbure de la surface en ce point. Riemann fait 1'hypothé-
se que la fonction distance croit dans toutes les directions & partir
d'un point donné - mais i1 n'exclut pas a priori 1'hypothése ou la
distance croitrait dans certaines directions et décroitrait dans
d'autres: la différentielle du premier ordre est donc nulle en ce
point, celle du second ordre reste non négative. Riemann se restreint

43

encore & la classe des fonctions distance dont Tla différentielle
du second ordre est positive.

Sous ces hypothéses, on obtient ce qu'on pourrait appeler
des germes de métrigues quadratiques. Mais il est certain que, selon
les hypothéses, on peut, a priori, faire appel a des germes de métri-
ques quelconques. Cependant Riemann estime sans doute qu'il y a déja
fort & faire dans ce cas le plus simple pour ne pas se pencher sur
Tes cas plus généraux.

Contrairement & de nombreux mathématiciens contemporains,
Riemann s'intéresse de trés prés & la concordance entre les données
expérimentales et leurs représentations mathématiques. lLes hypothéses
qu'il a faites sont évidemment déduites de 1'observation quotidienne.
11 s'interroge sur des situations expérimentales non triviales, et,
au premier abord, semble adopter le point de vue réductionniste:

Les questions sur I'immensnrablement grand sont des questions
inutiles pour I'explication de la nature. Mais il en est autrement
des questions sur I'immensurablement petit. C’est sur 'exactitude
avec laquelle nous suivons les phénoménes dans I'infiniment
petit, que repose essentiellement notre connaissance de leurs rap-
ports de causalité. Les progrés des derniers siécles dans la con-
naissance de la nature mécanique dépendent presque seulement
de 'exactitude de la construction, qui est devenue possible, grace
i l'invention de I'analyse de I'infini, et aux principes simples dé-
couverts par Archiméde, par Galilée et par Newton, et dont se
sert la Physique moderne. Mais dans les Sciences naturelles, o
les principes simples manquent encore pour de telles construc-
lions, on cherche a reconnaitre le rapport de causalité en suivant
les phénoménes dans ’étendue trés petite, aussi loin que le permet
le microscope. Les questions sur les rapports méiriques de
'espace dans I'immensurablement petit ne sont donc pas des
questions superflues.

Mais i1 nuance aussitét sa position:

Si 'on suppose que les corps existent indépendamment du lieu,
la mesure de courbure est partout constante, et il résulte alors
des mesures astronomiques qu'elle ne peat étre différente de
zéro; dans tous les cas, il faudrait que sa valeur véciproque fit
une grandeur en présence de laquelle la portée de nos télescopes
serait comme nulle. Mais si cette indépendance entre les corps et
le lieu n’existe pas, alors, des rapports métriques reconnus dans
le grand, on ne peut rien conclure pour ceux de l'infiniment
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petit; alors la mesure de courbure de chaque point peut avoir
suivant.trois directions une valeur arbitraire, poarvu que la cour-
bure totale de toute portion mesurahle de 1'espace ne différe pas
sensiblement de zéro; il peut s'introduire des rapports encore

plus compliqués, lorsqu’on ne suppose plus que I'élément linéaire
puisse étre représenté par la racine carrée d’une expression diffé-
rentielle du second degré. Or, il semble que les concepts empi-
riques, sur lesquels sont fondées les déterminations métriques de
I’étendue, le concept du corps solide et celui du rayon lumineux.
cessent de subsister dans I'infiniment petit. [l est donc trés 1égi-
time de supposer que les rapports métriques de l'espace dans
Vinfiniment petit ne sont pas conformes aux hypothéses de la
Géométrie, et c'est ce qu'il faudrait effectivement admettre, du
moment ott 'on obtiendrait par la une explication plus simple des
phénomeénes.

Ces remarques de bon sens pourraient faire réfléchir les spécialistes
de la physique de 1'infiniment petit qui entreprendraient des calculs
d'intégrale a 1'aide d'éléments différentiels qui se révéleraient
illusoires.

La généralisation de la notion de métrique sera entreprise
par Fréchet dans une note aux Comptes Rendus parue en 1915. Contraire-
ment aux apparences, 1'importance de la distinction entre propriétés
métriques et non métriques ne sera pas toujours bien comprise par
certains mathématiciens contemporains. En 1940 par exeﬁp]e, Denjoy,
dans ses Legcons sur le calcul des coefficients d'une série trigonomé-
trique éprouve le besoin d'écrire, en note liminaire:

11y a un monde entre les notions, les propriétés qui résistent a toute transfor-
mation topologique (c’est-3-dire continue, uniforme, ainsi que son inverse) et
celles qui persistent uniquement dans les transformations douées de carac-
teres différentiels. Les premiéres, que j’appelle « descriptives », sont incompa-
rablement plus définies, précises, subtiles que les secondes, qualifiées de
« métriques », Celles-ci ne nous donnent qu'une connaissance grossiérement
approchée des ensembles ou fonctions qu'elles concernent. Elles peuvent
cependant se montrer extrémement fécondes. Mais il faut pour cela qu'on
les applique a des entités dont la nature topologique est ¢troitement spé-
cifiée (2). De nombreux analystes éprouvent unc difficulté manifeste a saisir
Ies notions descriptives. La méconnaissance du role primordial de celles-ci,
jointe 2 un crédit excessif accordé au pouvoir des seules notions métriques,
expliquent V'insuccés des tentatives antérieurement faites pour résoudre les
problémes d’intégration étudiés ici.

I1 arrive, aujourd'hui encore, que la formation des &tudiants en
mathématiques soit, sur ce point, insuffisante.
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Quelques remarques sur le travail de Gauss conclueront
ce paragraphe. Riemann a été 1'éléve de Gauss qui, selon F.Klein,

ici, comme dans

d'autres domainpes, a anticipé sur son époque par de fécondes découvertes, mais

nen a publié alors quoi que ce soit. Il est trés remarquable dc trouver chez’

Gauss des principes de la théorie des fonctions qui sont complétement orientés

dans la direction des méthodes inventées plus tard par Riemann.
On pourra reconnaitre dans 1'oeuvre géométrique de Gauss trois sources
principales d'inspiration: Tles géométres grecs et frangais, la géomé-
trie ¢itférentielle, et la mécanique, la cartographie et 1'astronomie.

Dés 1'age de 17 ans, en 1794, Gauss s'intéressait aux
fondements de la géométrie, a la validité de 1'axiome euclidien des
paralléles. Plus tard, i1 é&crivit une revue du traité de Géométrie
descriptive de Monge. L'oeuvre des géométres (et des physiciens)
francais des années 1800-1830 est prodigieuse, et i1 serait juste
qu'un historien examine 1'influence de leurs travaux sur le mémoire
géométrique de synthése écrit par Gauss Disquisitiones Generales
circa Superficies Curvas (1827). Naturellement, les autres sources
d'influence ont dii se conjuguer & celles de nos géométres.

Gauss par exemple définit 1'application sphérique, encore

appelée application de Gauss, qui, dans R3, permet de représenter

une surface M sur la sphére 52: on place M a 1'intérieur d'une telle
sphére, et on considére 1'image de M sur cette sphére, image obtenue
en associant a chaque point P de M 1'intersection avec 52 du rayon
vecteur issu du centre de la sphére et passant par P: on peut déceler
dans cette représentation sur "la sphére des fixes" les traces des
préoccupations de Gauss en tant que directeur de 1'observatoire de
Gottinguen. Mais on peut y voir également 1'influence des géométres,
inspirée 3 1'originé par des considérations de géométrie descriptive
et de perspective: Poncelet utilisait de maniére systématique le
procédé déja employé par Desargues et Pascal, qui consistait 3 ramener
par projection les propriétés des coniques & celles du cercle.

L*influence, sur le travail de Gauss, des considérations
sur Tle mouvement via la mécanique est trés profonde. Un seul aspect
én sera examiné ici. Depuis Toricelli, la notion de déplacement infi-
nitésimal est présent dans 1'esprit et les travaux des mathématiciens:
3 un moment ou un autre de leur vie scientifique, tous se sont occupés
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de cinématique. Mais Gauss a cette capacité de généralisation des
grands mathématiciens. I1 commence par se demander ce qu'il advient
de la courbure lorsqu'une surface est déformée de maniére infinitési-
male et isométrique. I1 la devine invariante. C'est le fameux theorema
egregium, "le théoréme remarquable", lui-méme conséquence du "beau
théoréme" suivant (1816):Si une surface courbée sur laquelle une figure est
fixée prend différentes formes dans R3. alors l'aire de la surface de l'image sphérique
de la figure reste toujours la méme, pour toutes les formes possibles (de la surface).

Ce probléme est un cas particulier d'un probléme plus
général que Gauss se pose en 1816, mais qu'il ne parviendra 3 faire
connaitre qu'en 1825, dans 1'Astronomisches Abhandlungen: projeter
une surface sur une autre donnée, de sorte que 1'image et son original
soient infinitésimalement semblables. Dans une 1large mesure, les
travaux de Gauss, sa pensée, anticipent 1'activité des topologues
modernes, préoccupés par les questions de stabilité des déformations.

I1 vaudrait également la peine de suivre le devenir de
la notion de transformation infinitésimale, son impact sur les travaux
de Poincaré, Cartan, Lie, avant que, dans 1'avenir, ne soient abordés
les problémes posés par les problémes de bifurcation des pseudo-grou-
pes. Dans 1'immédiat, nous ferons une simple remarque de portée géné-
rale, inspirée par la définition de la courbure gaussienne d'une
surface M en un point P: elle se définit comme la limite du rapport,
quand ¢ tend vers 0, entre 1'aire de 1'image par 1'application de
Gauss d'un petit disque D(P,e) porté par M, de centre P et de rayon
e d'une part, et 1'aire de ce disque d'autre part.

On voit ici que cette courbure est 1'analogue d'une déri-
vée. La technique de mesure est de nature physique: on se donne un
objet é&talon auquel on rapporte 1'objet d'&tude. Puis on examine
la valeur locale de la propriété jugée digne d'intérét. Comme le
remarquait Riemann, les mesures que nous sommes capables de faire
sont locales. La question se pose de globaliser les expressions loca-
les & travers une formule g1obalé: des "obstructions" topologiques
peuvent rendre 1‘opération impossible. I1 n'en reste pas moins vrai
que le probléme de 1'incommensurablement grand n'est pas un faux
probléme, & condition qu'il soit bien posé. Or nous ne savons pas
poser correctement ce probléme, sauf dans des cas trop triviaux pour
présenter un réel intérét.
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5.2 Poncelet contre Cauchy

Le principe de continuité selon Poncelet

Etait-ce parcequ'il était militaire, de génie (mais aussi
du génie), que Poncelet ferrailla avec tant de mathématiciens ? On
trouve dans son dernier ouvrage des assauts contre Chasles, Plucker,
Gergonne* nous le savons, Cauchy enfin qui en recevra pour son grade.
Poncelet semble prendre la mouche facilement. I1 reproche des vols
d'idées, des mauvaises interprétations, de laisser trainer les manus-
crits qu'il envoie et relatifs

a cette Géométrie que le Rapporteur de PAca-
démie, grand caleulateur algebriste, appréciait si peu a I'époque de 1820, et
méme a celle de 1824 ou, pendant de si longues ct pour moi si pénibles
années, il retint entre ses mains les deux autres grands Mémoires sur les centres
de moyennes harmoniques et)a théorie des polaires réciprogues, dont j’ai souvent,
trop souvent peut-étre, déja parlé dans ce second volume des Applications.

Non seulement Cauchy retint ces Mémoires, mais les rapports qu'il
en fit desservirent Poncelet auprés de ses collégues francais, et
ne permirent pas leur publication dans les revues frangaises. Poncelet

*le texte suivant de Poncelet (t.2,p.529) donne une idée, et du comportement de Gergon-
ne, et de l'inter8t qu'avaient suscité auprds de ce mathématicien non négligeable

les idées de notre officier du génie:

On concoit, d’aprés cette derniére missive, que je m’empressai d’adresser a
M. Gergonne une analyse de mon Mémoire sur la théorie des polaires réci-
proques, lu a Plnstitut, non en 1826, comme il le donnait a entendre, mais en
juin 1824. Je n’essayerai pas de dépeindre mon désappointement quand je vis
paraitre trois mois aprés (avril 1827), dans les Annales de Mathématiques, V'Ar-
ticle antidaté et 2 doubles colonnes de M. Gergonne, intitulé : Philosophie, etc.,
ot mon nom ni aucun de mes écrits antérienrs (1817 i 1822) n’étaient mentionnés,
mais ou, en revanche, ceux de MM. Sorkin et Dandelin se trouvaient serupu-
leusement cités tout en employant les mots relations métrigues, empruntés a
mes propres écrits et opposcs a ceux de relations de situation qu'on substituait
a Pexpression de propriétés .descriptives, dont préférablement je m’étais servi
auparavant, Or, fort heureusement pour moi, on rencontrait, dans ce méme
Article sur la dualité, des erreurs ou non-sens déja en partie relevés a la p. 485
de ce volume des Applications.

Cependant, malgré la cruelle maladie que le chagrin d’un déni de justice aussi
déloyal m'avait occasionnée, je ne perdis pas entiérement courage, et, dés
1827, je m’empressai d’adresser de trés-vives protestations, soit au rédacteny
méme des Annales, soit au Bulletin des Sciences mathématiques qui avait pre-
cisément pour rédacteur de la partie géométrique Vinévitable M. Gergonne. Mais
ee prétendu philosophe et le Bo® de Férussac ne tinvent compte de ces pro-
testations que tardivement (1827 et 1828) et pour ainsi dire contraints, forcés
par les i éitérées de mon llent et honorable ami, le savant et mo-
deste colonel du génie Augoyat; ce qui donna lien & une polémique dont
il serait hors de propos d’analyser ici les diverses et scandaleuses péripcities
(Annales, t. XVHI; Bulletin des Sciences mathématiques, t. 1X et X).

———tt—
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nous dit quelle fut sa souffrance, et comment il parvint & se faire

publier:

Enfin, on concoit mieux encore comment, profondément humilié¢ et contrari¢
de tant de retards et de dénis de justice, je me suis décidé, non sans un regret
patriotique amer, i recourir a l'impartial Journal de Mathématiques, publié
tout récemment alors (1820) a Berlin, par I'honorable et savant Dr Crelle, qui
accueillit les Mémoires dont il vient d’étre parlé, non il est vrai sans quelques
timides reserves dictées par la crainte de déplaire aux rédacteurs alors tout-
puissants, des Recueils scientifiques francais que je viens de citer.

Mais venons-en au fond du débat. Comme nous 1'avons vu
au premier chapitre, la continuité de 1'espace naturel et des espaces
géométriques &tait un principe généralement admis. Les transformations
mécaniques étaient considérées comme continues, et les géométres
de maniére implicite ou explicite, admettaient cette méme propriété

pour les transformations infinitésimales.
Poncelet présente comme un asiome ...

le principe de permanence ou continuité in-
dcfinie des lois matheématiques des grandeurs variables pur succession
insensible, continuité qui pour certains états d'un mémevsysléme ne
subsiste souvent que d'une maniére purement abstraite et idéale.

On peut citer 1'exemple de 1'intersection d'une droite
et d'un cercle coplanaires, puis, pour plus de généraliteé, celle
de cette droite avec une courbe, sans, puis avec singularité; dans
ce cas, précise Poncelet, . un point conjugué nest autre

chose qu'une branche de courbe fermée, qui a acquis Qes dimensi-
infiniment petites; un point de rebroussement, une portion de brane
de courbe terminée d’abord par un point mulliple ou par la rencent:
des deux cotés de la branche, en forme de naeud ou de boucle, et Qv

acquis ensuite des dimensions infiniment petites, etc. (a).
( Note de 1818.

comme on le constate, civerses technigues de désingularisation sont

entrevues ner Poncelet.

On peut donner un autre exemple: un carré, un cercle,
une ellipse sont ces figures différentes. Elles ont néammoins de
nombreuses propriétés relationnelles communes. Ainsi, expose Cauchy,

on conclura immédiatement des
remarques faites a I'égard du cercle que la surface de I'ellipse est égale
au produit des deux demi-axes par le nombre qui exprime le rapport
de la circonférence au diamétre;
Aussi Poncelet cherche un moyen
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de trouver, démon-
trer ou généraliser sans calcul ni contention nouvelle de Y'esprit, une multi-
tude de propositions et corollaires, tout en passant du fini a I'infini, du réel a
Pimaginaire, ou récip

o q

Dans une lettre adressée & 0.Terquem le 23 Novembre 1818 (t.2, p.532),
i1 expose sa doctrine en ces termes:

» Je commence par examiner la marche de la Géométrie ordinaire dans
la solution des problémes ou dans la démonstration des théorémes. et j'en
conclus cetle différence essentielle entre la Géométrie et J'Analyse, que
les conceptions de I'une se bornent a I'état parliculier du systéme ou de
la figure que !'on envisage, tandis que celles de 'autre s'étendent. comme
on sait, immédiatement & tous les états possibles de ce systeme. Je prouye
par cet examen et par des exemples. que la Géométrie ordinaire ne pos-
sede en elle-méme aucun moyven de généraliser; qu'elie doit nécessaire.
ment en emprunter le principe & toute autre doctrine ; que déja, a la ve.
rité, elle parait doude, ca et 13, d'une certaine extension dans les écrit
modernes, mais que celte extension lui vient précisément de V'habitude
assez généralement acquise depuis Monge, d’y appliquer le calcul algébrique,
habitude qui a fait admettre comme un axiome incontestable dans certains
cas, les conséquences générales qui découlent de ces principes. Cela est si
vrai, que les Cavalieri, les Roberval, les Descartes, les Desargues, les
Pascal, ete., qui firent usage les premieys, en Géométrie pure, de la
notion métaphysique de Vinfini, furent précédés de longtemps par la dé-
couverte du calcul algébrique.

» Cette discussion me porte natureliement & faire voir que la doctrine
de la corrélation des figures, doctrine qui étend si considérablement lo
domaine de la Géométrie synthétique, n’est elle-méme fondée que sur
I'admission tacite du principe d’extension qu’on vient de définir et d'esa-
miner. Je termine ce sujet en faisant observer que le principe de conti-
nuité n'a pas été recu en Géomeétrie dans toute ta généralité qui lui est
propre, mais seulement dans certaines circonstances fuvorables ou il ne
pouvait contrarier les idées ordinairement admises, puisque, sans cela, on
se serait nécessairement jeté dans les considérations métapliysiques des
imaginaires, qui ont toujours été repoussées jusqu'ici du sanctuaire étroil
de la Géométrie : sur quoi jobserve que, si Von veut élre rigoureux et
logique comme le furent les Anciens, il faut entierement bannir de la
Géométrie le principe, l'axiome dont il s’agit, ou I'admettre dans toute sa
généralité, sans s'inquiéter des conséquences singuliéres et paradoxales
qui peuvent en résulter dans les applications, de méme qu’on I'a fait en
Analyse algébrique, od ces difficultés subsistent et n'ont pourtant point
arrété sa marche ni ses progrés. Pourquoi, en effet, en cette occasion
comme dans tant d’autres, n'userait-on pas de ce principe de d'Alembert
devenu presque vulgaire & force d'étre répété : Allez en avant et lu foi
vous viendra.

En fin ae compte, il s'agit pour Poncelet, comme pour
son devancier, Carnot, de géométriser des propriétés ou des relations
permanentes que le langage analytique de 1'époque, ou n'apparaissent
que des fonctions continues de variables continues, exprime de maniére
Plus cachée. I1 parvient & ses résultats parce qu'il utilise des
hypothéses topologiques restrictives, qu'il procéde, par adjonction
d'@léments a 1'infini, & une compactification des espaces sur lesquels
il travaille, parce qu'il utilise, avant la lettre, la méthode du
prolongement analytique.
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Le point de vue de Cauchy

Voici ce qu'écrit Cauchy dans son Rapport, cosigné par
Ar‘ago et PO'iSSOﬂ, adressé 3 1'Académie royale des Sciences, sur un Mémoire rela-
tif aux propriétés des sections coniques (Séance du 5 Juin 1820):

Outre la considération des projections centrales, M. Poncelet
emploie encore, dans son Mémoire, ce qu’il appelle le principe de la
continuité. 1’ admission de ce principe en Géométrie consiste 4 supposer
(ue, dans le cas ol une figure composée d’un systéme de lignes droites
ou courbes conserve constamment certaines propriétés, tandis que les
dimensions absolues ou relatives de ses diverses parties varient d’une
maniére quelconque, entre certaines limites, ces mémes propriétés
subsistent nécessairement lorsqu’on fait sortir les dimensions dont il
s’agit des limites entre lesquelles on les supposait d’abord renfermées;
et que, si quelques parties de la figure disparaissent dans la seconde
hypothése, celles qui restent jouissent encore, les unes a I'égard des
autres, des propriétés qu’elles avaient dans la figure primitive (*). Ce
principe n’est, & proprement parler, qu’une forte induction, a l'aide
de laquelle on étend des théorémes établis, d’abord a la faveur de
certaines restrictions, aux cas ou ces mémes restrictions n’existent
plus. Etant appliqué aux courbes du second degré, il a conduit I'auteur
a des résultats exacts. Néanmoins, nous pensons qu’il ne saurait étre
admis généralement et appliqué indistinctement a toutes sortes de
questions cn Géométrie, ni méme en Analyse (*) : En lui accordant
trop de confiance, on pourrait tomber quelquefois dans des erreurs
manifestes. On sait, par exemple, que, dans la détermination des inté-
grales définies, et par suite, dans Pévaluation des longueurs, des
surfaces et des volumes, on rencontre un grand nombre de formules
qui ne sont vraies qu'autant que les valeurs des quantités qu’elles
renferment restent comprises entre certaines limites.

Au reste, nous distinguerons soigneusement les considérations de
M. Poncelet sur la continuité de celles qui ont pour objet les propriétés
des lignes auxquelles il donne le nom de cordes idéales des sections
coniques. Comme ces propriétés nous paraissent mériter ’¢tre
remarquées, et qu’elles fournissent a 'auteur un troisiéme moyen de
résoudre les qnestions relatives aux courbes du second degré, nous
allons donner a ce sujet quelques développements.

Cauchy a, par expérience, raison d'étre prudent. Dans
Je rapport qu'ils ont rédigé en 1814 sur le Mémoire de Cauchy portant
Sur les intégrales indéfinies, Lacroix et Legendre remarquent, ce
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que Cauchy n'avait pas vu, que Pintégrale

‘“.rcosar dr - .
Sindw &) augmente ou diminue tout d'un coup de 3=, lorsque le

rapport ‘—1:, qui d’abord est supposé égal & un nombre entier, diminue ou aug-

mente d’'une quantité infiniment petite.

L'attitude de Cauchy sera en partie justifiée par le développement
mathématique. Dans 1'é@dition des oeuvres complétes de Cauchy, figure
une note de Gergonne (1a note 2 du texte cité & la page précédente)
qui appuie mais nuance également le point de vue de Cauchy:

(2) Clest aussi, 2 ce qu'il parait, 'opinion de M. Durrande; et ¢'est ce qui I'a déter-
miné a abandonner les démonstrations, trés élégantes d’ailleurs, que Monge avait données
de la théoric des poles, de celle des centres de similitude et de celle des axes radicaux,
démonstrations qui ne sont applicables qu'a certains cas. 1l faut done employer le prin-
cipe de M. Poncelet, ainsi que le tour de démonstration introduit par Monge, & peu prés
comme on employait le calcul différentiel lorsqu'on n’en voyait pas bien encore la méta-
physique; ¢’est-a-dire, uniquement comme instruments de découverte; mais ce n’en seront
pas moins des instruments trés précieux; car, le plus souvent, en mathématiques,
découvrir est tout; et ce ne sont pas d’ordinaire les démonstrations qui embarrassent.
beaucoup. (J.D.G.)

Lorsque Poncelet eut connaissance du rapport de Cauchy,
il parvint & atteindre son

inflexible juge a son domicile, rue Serpenie,
n® 7, au moment ou il le guittait pour se rendre a Saint-Sulpice;

pour mieux 1'éclairer sur son point de vue. Mais assez rapidement,

. 5ans me per-
mettre d’en dire davantage, il me quitta brusq en me vant a la .
future publication de ses Lecons a YEcole Polytechrique ow la question devait,

selon lui, étre con bl t approfondi

Dans ce cours, Cauchy, bien aprés Bolzano (en 1817) mais de fagon
indépendante, définit

la continuité d'une fonction et expose son
Critére de convergence. On sait qu'il croit, & 1'époque, que toute
fonction continue est dérivable, que la limite d'une suite de fonc-
tions continues est continue, inexactitudes qu'Abel en particulier
pour cette derniére, s'empressera de rectifier. Toutefois, dans ce
cours, Cauchy ne formule aucune objection démontrée contre le point
de vue de Poncelet, dont peut-étre, en 1'occurence il aurait subi
1"influence alors néfaste.

En définitive, Poncelet, fidéle & ses maitres et aux
idées de 1a Révolution, en veut & Cauchy, homme de la Restauration,
Pour trois raisons avoudes: Cauchy doute de la validité du principe
de continuité; i1 n'a pas saisi dans toute son é&tendue le mémoire
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de Poncelet; Cauchy a fait lanterner Poncelet et celui-ci ne se sen-
tait guére en bonne position pour réagir: n'oublions pas qu'd la
restauration, un mathématicien de la stature de Monge fut,come. dit
1'historien, privé de ses titres et de ses charges! Poncelet évoque cette

triste période par ces mots:

Au surplus, pour expliquer la circonspection et Pextréme réserve de ma
conduite scientifique au début de ma carriére, il faudrait encore évoquer les
tristes irs de I'état d’abai: et d'intimidation ou nous avaient ploo-
ges, aux époques antérieures 3 1830, des passions réactionnaires, morales ou
politiques, qui ont exercé plus d’influence qu’on ne Je suppose sur Pavenir des
sciences. Mais c’est ce dont je me garderai bien par respect pour la digoite de>
questions dont nous devons nous occuper exclusivement ici; car la Géometric
n’a rien & voir dans les humiliations imposées a quelg de ses anciens
veprésentants, infimes ou illustres.

La réponse de Poncelet
Poncelet est un géométre, convaincu du bien-fondé des

intuitions de ses maitres. I1 exprime avec force les conclusions

qu'il tire de son intuition:
. M. Cauchy ‘a
mon sens, oubliait trop que la continuité en elle-méme est un fait, un
, et qu'elle doit se mani-

axiome ind re, indé trable algebriq
fester non pas seulement dans les fonctions simples et primitives, mais dans
toutes leurs dérivées des divers ordres, comme le témoiguent les belles séries
de Taylor, de Maclaurin et d’autres développ illimités : employés, en
effet, dans des conditions de calcul et d’approximation purement numeriques,
par conséquent restrictives et étrangéres a la Géométrie ou i IAnalyse en ge-
néral, ces développements sans limites ni restes complémentaires, seraient sus-
ceptibles de duire a des q es absurdes ou contradictoires

Nous savons maintenant que Poncelet a tort sur les derniers points,
et 1'on serait tenté de donner raison a Cauchy.

Toutefois, Poncelet fait remarquer que le domaine sur
lequel i1 entend appliquer le principe de continuité est celui de
la géométrie des figures, alors que 1! assertion vague de Cauchy

prenait sa source dans des opimons

pré sur la inuité algébrique.
L'exemple simple de 1'hyperbg1eq fait apparaitre la différence entre
les deux continuités: les branches de 1'hyperbole sont, du point
de vue géométrique, engendrées de maniére continue, alors que 1la
représentation analytique fait apparaitre une discontinuité & 1'origi-
ne.

Poncelet précise que par continuité, il entend

permanence des relations métrigues et descriptives des Sigures.

En d'autres termes, i1 base ses recherches sur 1'existence d'inva-
riants algébriques et topologiques: une trés large part des travaux
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modernes découlent de ce point de vue. Cependant, chez Poncelet,
ces invariants ont une existence implicite; ils ne font pas 1'objet
d'une recherche systématique, recherche qui aurait pu rapidement
conduire a 1'&tablissement d'axiomatiques et de caractérisation des
différentes classes. Si Cauchy a manqué de perspicacité, n'a pas
deviné la portée de la méthode adoptée par Poncelet, on ne saurait
trop lui en vouloir. Poncelet Tlui-méme, a 1'époque de ses premiers
mémoires, ne savait guére formuler le principe avec précision; il
n'était pas davantage capable d'en dégager les conséquences profondes.
S'i1 a bien vu le caractére intrinséque des propriétés
invariantes par certaines transformations continues, son point de
vue est resté mal compris de ses contemporains, puisqu'un géométre
comme Chasles confond le principe de continuité
tel que je V'ai défini dans mon Mémoire de 1820 a I'Académie des
Sciences, tantdt avec la continuité infinitésimale de Leibnitz, tantot avec la cor

rélation des figures de Carnot, préfére y substi cean’il vajraement k
Principe des relations contingentes des figures.

Poncelet ajoute, non sans raison,

. . 1l faut que M. Chasles ne mait 1%
ten compris, surtout quand on le voit renoncer complélement dans son dei-
aler ouvrage, a tout principe ou méthode de transformation, et se borner a des

On doit en effet & Poncelet d'avoir pris conscience de
la généralité de certaines transformations comme la projection, 1'ho-
mologie, la transformation par polaires réciproques, et de les avoir
précisées. I1 prépare ainsi la conception moderne de la géométrie,
conception énoncée par Helmoltz puis par Klein, selon laquelle la
géométrie réside dans la recherche des propriétés des figures inva-
riantes sous 1'action de groupes de transformation.

o .- La recherche, 1a découverte de ces procédés, dans I'ana-
!ysc.algebﬂque comme dans la géométrie pure, nes doivent pas étre attribnées
au 'snmple‘ hasard, puisqu’ils supposent une prévision intuitive et un choix me-
livé parmi !a multitude des ransformations arbitraires qu’il est possible de faire
subic en général, aux relations, aux formes algéhriques ou géometriques.
Sans doute ne peut-on que souscrire & cette opinion de Poncelet.
On notera également que ces motivations ont leur origine dans 1'opti-
Que (géométrique): & condition d'inclure les considérations métriques
définies par le théoréme de Pythagore ou ses extensions, toute 1la
geométrie découle de 1'étude des ombres portées, des phénoménes de
Perspective mis en évidence par la représentation picturale. Poncelet

l"appe.l ]e d'aill eurs dans une note que T1a transformation par rayons vecteurs rét‘ipl'ﬁguu a
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Torigine tout a fait géométri-
que, de cette trés-ancienne méthode anamorphique, réalisée pour le plan par k
miroiren cone des cabinets de physique

2.6 Parenthéses sur les influences mutuelles possibles entre biologie
et mathématiques

Dans les paragraphes précédents, allusion a été faite aux influences
possibles des idées philosophiques de 1'époque sur 1'activité des
mathématiciens. Ainsi, d'aprés Poncelet, Lagrange aurait trouvé auprés
de Kant 1la conception de dualité philosophique; les mathématiciens
sauront rapidement faire bénéficier leur discipline de cette concep-
tion. Mais souvent, les philosophes ne font que diffuser et transmet-
tre les conceptions philosophiques implicites et cachées des savants,
situées & 1'arriére-plan des progrés scientifiques du moment.

Or, & partir du milieu du dix-huitiéme siécle, la biologie
prend un essor nouveau. Etant donné qu'a cette époque les savants
possédeient de sérieuses connaissances dans toutes les disciplines,
que la communauté de ces savants é&tait de taille modeste, on est
en droit de penser que les échanges philosophiques étaient relative-
ment frégquents, et au moins aussi faciles qu'aujourd'hui: 1'annonce
d'une percée conceptuelle dans une discipline donnée devait retentir
bien vite dans 1'enceinte ol travaillaient les autres disciplines.

On pourrait alors croire que la notion de figure  primitive
utilisée par Carnot lui a été suggérée par une notion analogue propo-
sée vers le milieu du dix-huitiéme siécle par Diderot et Vicg d'Azir:
la Nature semble donc suivre un type et un modile général &crit celui-ci, redon-
nant force a une conception qui remonte & Platon, et déja reprise
par Leonard de Vinci. Une documentation insuffisante n'a pas permis
de trouver 1'origine du terme corrélatif employé par Carnot: s'agit-il

d'une invention Tinguistique personnelle dont les biologistes auraient

ensuite fait usage, ou bien, au contraire, Carnot a-t-il fait un
emprunt au langage des biologistes ? Le fait est que si, plus tard,
ceux-ci parlent du principe des corrélations, i1 ne semble pas, &
1'époque ol écrit Carnot, que le terme qu'il utilise soit trés présent
dans la littérature.

Un autre point serait & &lucider. Geoffroy St-Hilaire
emploieun "principe d'analogie" qui, & partir des publications d'Owen,
vers 1834 sauf erreur, prendra le nom de “principe d'homologie".
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Faut-i1 voir dans ce changement terminologique 1'influence de 1la
théorie de Poncelet et des idées qu'il répand ? Inversement, il est
certain que les conceptions biologiques de 1'époque ont pesé sur
le mode de penser de ce mathématicien; la citation suivante en témoi-
gne:

Py admettais

a priori, d’apres une multitude d’exemples plus ou moins connus, la con-

linuité des courbes dites algébriques, pourvu, comme je I'ai déjx expliqué

en divers endroits, que 'on donne 3 leur définition génétique ou organiyuc,

a leur description par points ou enveloppements tangentiels, la généralité

et le sens géométrique qui convient, dans chaque cas, d'aprés le principe

méme de continuité.

Geoffroy St-Hilaire a énoncé et largement appliqué "le
principe des connexions", selon Tlequel 1'évolution maintiendrait
constants les rapports de voisinage, les liens entre organes et ceux
qui les jouxtent. L'idée de connexion a-t-elle été empruntée & Carnot?
L'oeuvre de Riemann ne se limite pas aux seules mathématiques; il
ne serait pas é&tonnant que son intérét pour 1la connexion ait é&té

éveillé par la double influence des mathématiques et de la biologie.
2.7 Les prolongements du principe de continuité

Sans doute, & 1'époque ol le traité de Poncelet tronait dans les
bibliothéques des mathématiciens, le principe de continuité a-t-il
été utilisé en toute connaissance de cause. Ce principe ne resurgit
aujourd'hui qu'a travers des travaux historiques comme celui-ci.
Entre temps, les géométres ont amplement fait appel & lui, tout comme
Monsieur Jourdain faisait de la prose.

Le lecteur voudra bien pardonner les références personnel-
Tes qui suivent: ce sont elles que 1'auteur connait le mieux. L'emploi
le plus récent du principe de continuité concerne la théorie du dé-
Ploiement des fonctions, lorsqu'a &té énoncée la conjecture que Tles
fonctions appartenant au déploiement universel d'une fonction-mére
Conservait de celle-ci le nombre total de singularités, réelles et
imaginaires, comptées avec leur multiplicité. Damon et Calligo ont
indépendamment et plus tard é&noncé cette méme conjecture: ils ont
1'insigne avantage sur 1'auteur d'en avoir prouvé la vérité.

Le méme principe de continuité a é&té utilisé, plus ancien-
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nement, en théorie des matroides, lorsque furent introduits les ma-
troides équilibrés dont tous les stigmes possédent le méme nombre
d'éléments. Ces matroides constituent les matroides minimaux et les
objets-méres de classes de matroides, déformés ensuite de manitre insen-
sible , jusqu'ad les obliger & changer de classe.

On trouvera dans le premier volume du Cours de géométrie
algébrique de Dieudonné (41) un bref historique sur les prolongements
et les développements du principe de continuité.

Avant de tourner 1la derniére page de ce chapitre, le
lecteur se souviendra que Cauchy fit aussi des ennuis a Fourier,
au géométre Amyot, qu'il fit un rapport négatif sur le premier mémoire
de Galois dont, certainement, i1 n'appréciait pas les opinions politi-
ques.

Faisant la nique autant & Cauchy qu'a Poncelet, il arrive
que le Destin se penche un instant sur Tles querelles des hommes,
et les renvoie, dos a dos.

2.8 Compléments sur le principe de continuité

Autant i1 est raisonnable de croire que Platon a trés
fortement influencé Descartes, autant il serait contraire au bon
sens de penser que Leibniz philosophe a é&té entiérement lu par Pon-
celet.

La régle de la continuité dans la nature a é&té énoncée
par Aristote: Natura non facit saltus est rest& un adage courant. Leibniz,
en 1687, en a fait un principe général utile 3 ltexplication des lois de la nature
dans une lettre adressée & Malebranche. En 1692, i1 développe sa
pensée dans un é&crit qui ne sera publié qu'en 1844, en Allemagne.
Cet écrit a pour intitulé Animadversiones in partem generalem Prin-
cipiorum Cartesianorum. Voici le passage de cet ouvrage qui nous
intéresse plus particuliérement:

Sur Uaert. 45. Avant d’aborder la critique des rdgles
spéciales du mouvement, proposées par notre auteur, je

donnerai un critére général, une pierre de touche, pour
ainsi dire, avec laquelle on puisse les examiner; j’ai coutume
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de 'appeler la loi de continuité. Je 1'ai expliquée ailleurs,
il y a déja quelque temps 3%, mais je voudrais y revenir ici,
avec plus de développement. Donc, si deux conditions hypo-
thétiques ou deux données différentes se rapprochent conti-
nuellement 1’une de 1’autre, alors nécessairement les résultats
cherchés ou les effets des deux conditions se rapprochent
aussi continuellement 1’'un de 1'autre, et enfin se fondent
I'un dans 1'aulre, et réciproquement. Ainsi, si un foyer de
’ellipse reste en repos et que l'autre s’en éloigne de plus en
plus, 1’axe perpendiculaire restant toujours de méme gran-
deur, alors les noavelles cllipses qui en naissent se
rapprocheront continuellement de la parabole et se trans-
formeront enfin completement en celle-ci, & savoir lorsque
la distance du foyer qui s'éloigne sera devenue immense.
D’ou il arrive que les propriétés de ces ellipses se rapprochent
aussi de plus en plus des propriétés de la parabole, si bien
qu’enfin elles se confondent et que la parabole peut é&tre
considérée comme une ellipse dont 1’autre foyer serait infi-
niment éloigné; par suite, toutes les propriétés de 1’ellipse
pourront aussi, en général, étre vérifiées dans la parabole,
considérée comme une telle ellipse. La géométrie abonde en
excmples de ce genre. Mais il en est de méme dans la nature,
a laquelle 1'Auteur, souverainement sage, applique la plus
parfaite géométrie. D’ailleurs, s’il en était autrement, la
nature ne suivrait pas un cours ordonné. Ainsi le mouve-
ment, décroissant continuellement, se perd enfin dans le
repos, l'inégalité continuellement diminuée se transforme
en exacle égalité, de sorte que le repos peut étre considéré
comme un mouvement infiniment petit ou comme une
lenteur infinie, et 1'égalité comme une inégalité infiniment
petite; et pour cetle raison, tout ce qui a été démontré, soit
du mouvement en général, soit de 1’inégalité en général, doit
aussi &tre vrai, selon notre conception, appliqué au repos
ou & I'égalité, si bien que la régle du repos ou de 1'égalité
peut étre congue, en un certain sens, comme un cas spécial
de la régle du mouvement ou de l'inégalité. Et si cette
méthode ne réussit pas, il faut tenir pour certain que les
régles sont sans justesse et mal congues

Les lignes consacrées a la géométrie auraient pu étre écrites par
Poncelet. Leibniz n'admet ni le choc cartésien, ni la catastrophe
a8 la Thom:

La rgle de Descartes affirme que cette diminution est
seulement d’un quart de la vitesse primitive. Allons encore
un peu plus loin et diminuons un peu la grandeur du corps
en repos C, alors, selon la régle précédente, B poursuivra
son chemin. Une variation si minime qu’elle soit des données
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eniraine donc une variation trds considérable du.résultat,
c’est-d-dire un véritable saut. En effet, B était réfléchi avec
une grande vitesse (d savoir trois quarts de sa vitesse pri-
mitive), lorsque le corps en repos C lui était égal en
grandeur; tandis que maintenant si peu que 1’on diminue
C, la réflexion se trouverait tout a fait détruite, voir
changée en son contraire, & savoir en une marche en
avant. On franchirait d’un bond tous les cas intermédiaires,
ce qui est absurde.

Selon le niveau de finesse auquel on parvient dans 1'observation
et dans la description, on adoptera le point de vue de Leibniz ou

celui de Descartes. Sur le fond, nous défendons la position de Leibniz.

Ces conceptions continuistes se sont épanouies a la fin
du dix-huitiéme siécle, non seulement avec les travaux, en géométrie,
de Carnot et de Poncelet, mais aussi, en Angleterre, et put-étre
sous1'influence de Carnot, avec les travaux de Peacock, qui, en algé-
bre, avait adopté the principle of permanent forms.

Les propositions Tleibniziennes trouvent Tleur achévement
moderne dans la théorie de la bifurcation. La route qui méne acette
theorie passe sans doute par Poncelet, et inévitablement par Poincaré.
Dans ses travaux d'analyse, Poincaré met en oeuvre des méthodes glo-
bales commelocales, basées sur la recherche de domaines & 1'intérieur
desquels se conservent des propriétés par variation continue, jusqu'au
moment ol les données topologiques ou métriques de ces domaines en-
trainent des modifications importantes des propriétés considérées.
Théorie de 1'homotopie, théorie de 1'homologie et du degré sont des
outils indispensables a 1'é&tude de nombreuses questions topologiques,
et par conséquent nécessaires & 1'étude de la bifurcation, inaugurée
par Poincaré dans ses travaux Sur les courbes définies par des équa-
tions différentielles (1880-1886).
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Appendice 2

SEANCE DU LUNDI 25 MAI 1857.

PRESIDENCE DE M. PONCELET.

En I'absence de M. Isidore Geoffroy-Saint-Hilaire, appelé a présider
la députation qui assiste aux funérailles de M. Augustin Cauchy,
M. PoxceLer ouvre la séance a 3"3o™.

« M. Poncelet annonce la perte douloureuse, inopinée et irrépa-
rable pour la Science, que vient de faire '’Académie dans la personne
de I'un des plus illustres géométres de notre époque, et dont le mer-
veilleux talent d’analyse s’est tour i tour exercé avec succés sur les
questions les plus variées des Mathématiques pures et des Mathéma-
tiques appliquées a la Mécanique, & la Physique et & I'Astronomie. »

FIN DU TOME XI1I DE LA PREMIERE SERIE.

GLuvres de C. — S. 1, t. XII. 58




CHAPITRE I11

CONTRADICTIONS ET PARADOXES
ou
LES RAFFINEMENTS DES MATHEMATIQUES

3.1 Introduction

Les raisonnements douteux, les contradictions et Tles
paradoxes ont toujours joué un rdle stimulant dans la mise au point
et dans le développement des théories. On ne saurait dire que les
controverses mathématiques que nous allons découvrir aient révélé
des inimitiés personnelles. Bien sir, dans la mesure ol les réponses
n'étaient pas assez bien &tayées pour emporter 1'adhésion de tous,
ces sujets litigieux ont pu servir parfois d'alibis & 1'exposé ou
d 1'expression discréte par les protagonistes de leurs opinions philo-
sophiques dintimes. Celles-ci ne feront pas 1'objet de recherches
approfondies. Nous nous attacherons davantage & suivre le développe-
ment des discussions proprement scientifiques: elles ont eu une trés
grande influence sur le devenir des mathématiques; i1 arrive méme
que ces discussions se poursuivent encore de nos jours.

Parfois, le doute a &té levé. Dans ces cas, le succés
est obtenu par 1'établissement d'analyses logiques trés serrées,
rendues parfaitement claires par 1'emploi et d'un symbolisme et de
définitions précises. L'examen des fondements des mathématiques,
1'analyse, ont &té les principaux bénéficiaires de cette démarche.
IT arrive aussi que le doute subsiste, et, paradoxe, que la raison
démontre qu'elle doive toujours douter d'elle-méme, puiqu'elle démon-
tre 1'impossibilité de prouver la consistance de certaines de ses
théories: vanitas vanitatum.
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plus anciens, celui du menteur, celui de Zénon d'Elée, dont les im-
pacts sur le développement de certains chapitres des mathématiques
furent décisifs. D'autres sujets de controverse plus récents seront
également abordés: querelle des imaginaires, paradoxes rencontrés
dans 1a mesure des grandeurs. Les questions portant sur les fondements
des mathématiques sont trés vastes, largement traitées par ailleurs:
elles sont trop importantes pour é&tre passées sous silence, mais
puisque de longues études leur ont déja é&té consacrées, on ne trouve-
ra, dans le cadre de cet ouvrage, qu'un exposé résumé des points

de vue en présence.
3.2 Le paradoxe du menteur et ses conséquences mathématiques

Le probléme de la consistance des théories

Au début du vingtiéme siécle, dépassant un peu le cadre
strict de la mathématique, Russell et Whitehead essayaient de présen-
ter la science du nombre et de la ligne comme un chapitre de Ta logi-
que, ce qui les amenait, précédant de peu les conceptions de Hilbert,
a concevoir 1'étude de la logique et de la mathématique comme 1'étude
d'un symbolisme trés général, dit formel, en lequel i1 &tait possible
de traduire les mots et les phrases des univers logiques et mathémati-
ques, et dont la grammaire, calcul propositionnel, régles de dériva-
tions, permettait de décrire 1'enchainement des groupes de symboles
formant les mots de ce langage symbolique.

Deux &coles s'affrontérent alors, et continuent de s'oppo-
ser. L'école hilbertienne d'une part croit en 1'existence et dans
la réalité des entiers naturels et des ensembles, finis ou non: c'est
1'école "“existentielle", corpusculaire, qui accepte de se Taisser
conduire par le symbolisme des mots et le déroulement du raisonnement.
L'école intuitionniste au contraire, "ondulatoire", "génétique",
"constructiviste", avec Brouwer autrefois, Bishop aujourd'hui, admet
seulement 1'existence de ce qu'elle peut construire et par 13 saisir
intuitivement. Elle ne nie pas bien sir T1'existence des premiers
nombres naturels, mais elle peut refuser d'admettre 1'assimilation
du continu des mathématiciens au continuum physique. Brouwer é&voque

The linear continuum, i.e. the "between", which is not exhaustible by the interposition
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of new units and which therefore can neveglkhought of as a mere collection of units.
L'école intuitionniste ne s'est guére préoccupée des paradoxes qui,
au contraire, ont fait les délices de 1'école formaliste.

Le jambon fait boire, le boire désaltire, parquoy le jambon désaltére.
Ce propos n'est pas celui d'un menteur, mais d'un humoriste, en 1'oc-
currence Michel de Montaigne. Le paradoxe du menteur fait encore
moins sérieux: Epiménide est crétois. I1 affirme que tous les Crétois
sont menteurs. Par conséquent, 1lui aussi, ment. Son affirmation est
donc fausse. D'aucuns en déduiront qu'Epiménide s'est mal exprimé:
certains Crétois sont menteurs, voulait-il dire. D'autres prendront
pour hypothése qu'aucun Crétois ne ment, et par suite, qu'Epiménide
dit bien la vérité. Ou allons-nous ?

L'emploi de ce mode de raisonnement a pourtant conduit
Godel & &noncer son théoréme fameux, selon lequel i1 n'est pas possi-
ble, & 1'heure actuelle, de démontrer la consistance de 1'arithmétique
en tant que théorie axiomatique. Rappelons ce qu'on entend par théorie
axiomatique consistante. Une théorie axiomatique est la donnée d'un
schéma logique (c'est-a-dire d'un mode de raisonnement dit logique
défini par certaines régled, d'un schéma d'axiomes (c'est-a-dire
de propositions dontle contenu sémantique est supposé étre dénué
d'ambigiiité pour le lecteur ou pour 1‘'auditeur), d'énoncés enfin,
qui résultent de 1'application du schéma logique au schéma d'axiomes.
Une telle théorie est (simplement) consistante (ou non-contradictoire)
si elle ne contient pas & la fois une proposition donnée et sa con-
traire. Une théorie non consistante peut étre également dénommée
paradoxale, puisqu'un paradoxe dans une théorie est un énoncé de
cette théorie, a la fois vrai et faux.

Hilbert entreprit une &tude systématique de certaines
axiomatiques de la géométrie, s'attachant & montrer la consistance
de ses édifices. Dans la mesure ol la géométrie admet une traduction
analytique, i1 convenait de voir si, plus généralement, on pouvait
formuler axiomatiquement 1les différentes théories mathématiques,
et, dans ces cas, d'examiper la consistance de ces théories. L'effort
se porta d'abord sur 1'arithmétique, avec en particulier Peano, et
sur la théorie des ensembles, avec Zermelo notamment.

(1) be est absent du texte original.
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Considérations sur les paradoxes

Ramsey les rangeait en deux classes. Voici la version
populaire, donnée par Russell, du paradoxe type de la premiére classe:
"Le barbier du village qui rase exactement tous les villageois qui
ne se rasent pas, se rase-t-il ?" (S'il ne ne rase pas, c'est que
le barbier du village le rase, donc il se rase, ...). Ce paradoxe
caractérise le groupe A selon Ramsey: Group A consists of contradictions
which, were no provision made against them, would occur in a logical or mathematical
context itself. Les paradoxesde ce groupe, essentiellement ceux de Burali-
Forti, de Cantor et de Russell, ont été formulés au début de 1'étude
approfondie de la théorie des ensembles. Le plus simple de ces para-
doxes & énoncer est celui de Russell: soit e un ensemble qui ne se
contient pas lui-méme comme é&lément propre, 1'ensemble E de tous
les ensembles du type e existe-t-i1 ? (Si E ne se contient pas lui-mé-
me comme é&lément, i1 est du type e; alors, d'aprés sa définition,
il ne se contient pas lui-méme, ...).

Le paradoxe type du second groupe est celui d'Epiménide.
Pour Peano, ce type de paradoxe non pertine ad Mathematica, sed ad linguistica.
Ramsey développe ce point de vue: The contradictions of group B are not purely
logical and cannot be stated in logical terms alone; for they all contain some refe-
rence to thought, language, or symbolism, which are not formal but empirical terms.

On peut s'interroger sur le degré de validité de la clas-
sification proposée par Ramsey. Observons en effet la similitude
de construction entre tous les paradoxes, par les formulations sui-
vantes:

L'ensemble de tous les ensembles qui ne se contiennent pas (eux-mémes)
se contient-i1?

L'homme qui rase et coiffe tous les hommes qui ne se rasent pas,

ne se coiffent pas eux-mémes, se rase-t-il, se coiffe-t-i1?

L'homme qui dit honnétes, qui dit menteurs, tous les hommes qui ne
se disent pas honnétes, qui ne se disent pas menteurs, est-il honnéte,
est-il menteur?

Objet qui ... tous les objets qui ne ... pas, ... -il7

Les trois points sont mis pour "agir sur" ou "affecter
une propriété &", ce qui revient bien au méme puisque toute action
digne de ce nom entraine 1'apparition ou la modification d'une pro-
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priété au moins. On peut ainsi remplacer les propositions précédentes

par des propositions équivalentes du genre:

L'homme qui affecte la propriété d'étre rasé a tous les hommes qui
ne s'affectent pas eux-mémes cette propriété.

Batie sur ce méme schéma, considérons la proposition:
L'énoncé qui affecte la propriété d'étre vrais (resp.démontrabled

a tous les énoncés qui ne s'affectent pas eux-mémes cette propriété.

Ces présentations montrent 1'identité de construction
de tous les paradoxes, qu'ils soient du groupe A ou du groupe B,
et 1'on peut juger mal établie ou insuffisamment étayée la distinction
soulignée par Ramsey entre les deux groupes.

Nous serions méme tenté de dire que ces paradoxes sont
des absurdités et ne méritent pas d'étre pris en considération, et
qu'il convient de regarder par o0 péchent ces propositions. La dis-
tinction introduite par Godel entre ensemble et classe donne une
indication sur la voie & suivre.

Considérons une boite qu'on appelle aussi un appartement:
celui-ci représente pour nous un abri. Accolons plusieurs appartements
cOote a cOte d'une part, par superposition d'autre part. Le résultat
obtenu est encore un abri; mais ce n'est plus un appartement, c'est
un immeuble. Le tout posséde une propriété supplémentaire par rapport
a ses @léments, propriété qui en fait un objet plus "complexe", nou-
veau, différent, bien qu'il posséde certaines propriétés des éléments
constituants.

Pareillement, on ne peut mettre sur le méme pied 1'ensem-
ble qui ne contient pas Tui-méme et celui qui contient tous les au-
tres, ou 1'homme incapable de raser et celui qui rase tous les hommes.
Hous r'admettcrs pas qu'un objet soit, simultanément, dans deux
états contraires(l). La raison intinctive ou bon sens se rebelle
contre les apparences et les mirages soulevés par un discours logique

(1) De 13 résulte qu'une spatialisation de la sémantique des propositions conduit
3 définir un espace sémantique ol propositions vraies et fausses occuperaient deux
domaines disjoints. L'orientation d'un telespace peut Btre considérée. Peut-on imaginer
la déformation progressive d'une proposition dont la valeur de vérité passerait du

vrai au faux? Peut-on concevoir un espace sémantique non-orientable & la manidre d'un
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qui débouche sur des propositions paradoxales. On est amené a refuser
la considération d'expressions comme "1'énoncé qui affecte la proprié-
té d'étre démontrable ...". Le terme d'énoncé devrait étre remplacé
par un autre, bien différent, exprimant 1a différence de signification
dont sont porteurs, dans 1'expression précitée, les deux signifiants
désignés par "énoncé".

Cette discussion conduit & redécouvrir la théorie des
types de Russell: si, par exemple, "ensemble" est un terme d'ordre
1, "classe" est un terme d'ordre 2. Cette théorie présente des avanta-
ges et des inconvénients que Ramsey a pu, en partie, lever, en partie
seulement car on se heurte toujours & 1'obstacle que représente la
prise en main de 1'infini. Hilbert disait que 1'infini dansle sens d'une
totalité infinie, tel que nous le trouvens encore employé dans les méthodes déductives
est une illusion. La tentative de Russell de vaincre la difficulté
de 1'infini par la théorie des types se heurte a 1'obstacle suivant.
A chaque étagede la construction d'un Tlangage dominant le langage
qui le précéde, sont répétées les mémes anomalies observées dans
le langage dominé. On procéde naivement par induction linéaire, alors
qu'on ne sait pas, par manque de connaissances sur les propriétés
des langages dominants, par notre rigidité mentale, "courber" en
quelque sorte le raisonnement pour éviter ou diminuer le poids des
anomalies premiéres.
paradoxes, théorie des ensembles et arithmétique

La présence des paradoxes a avivé les inquiétudes des

mathématiciens sur la validité de leurs propositions. Ils ont d'abord
entrepris de batir les mathématiques sur des bases axiomatiques,
de maniére & pouvoir assurer la consistance de leur discours. La
théorie des ensembles a &té, avec la géométrie, parmi les premiéres
théories mathématiques a bénéficier de cet examen approfondi. Revue
par Frenkel, la théorie des ensembles de Zermelo sert de base aujourd'
G¢'hui au développement des mathématiques contemporaines. Pourtant
les logiciens modernes ont maintenant une piétre opinion du "modéle
Z-F", parvenu aprés maints progrés de détail, au mieux de sa présenta-

ruban de Mgbius ? ces idées ont-elles un autre avenir que le récit surréaliste fait

par 1ltun de nos collzgues, 3 qui nous présentions ces suggestions, un soir, a Caen?
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tation, méme si, comme le pense Dieudonn&, i1 satisfait actuellement, disons
95% des mathématiciens au moins. Quel que soit Te Jjugement queporte
Dieudonné sur les logiciens, il leur doit sa quiétude d'esprit pour
avoir démontré la relative consistance de ce modéle.

Le probléme de la consistance de 1'arithmétique a été
“résolu" par Godel. I1 mit & profit 1'argumentation d'Epiménide,
essayant de se soustraire des pesanteurs sémantiques par la représen-
tion numérique des formules. La conclusion de Godel est la suivante:
ou bien le systéme de 1'arithmétique est w-inconsistant, ou bien
i1 est consistant, toute formule n'est pas décidable, en d'autres
termes, le systéme de 1'arithmétique est incomplet. Les mathémati-
ciens jugeront que beaucoup d'efforts ont &té déployés pour un maigre
résultat. De 1a provient peut-étre 1'attitude réservée des mathémati-
ciens de la génération de Dieudonné & 1'égard de la logique. Cette
attitude un peu condescendante ne peut plus étre partagée par les
mathématiciens plus jeunes: les travaux des logiciens ont trop eu
d'applications en théorie des nombres, des groupes, en analyse, pour
mériter le qualificatif de mineurs.

3.3 Achille, 1a tortue, la fléche, et Zénon

Les quatre paradoxes de Zénon d'Elée (IVéme siécle avant
J.C.), d'origine plus physique que linguistique, sont fort connus.
La conclusion principale de Zénon est que le mouvement est impossible.

En effet dit le premier paradoxe, pour aller de A a A1,
il faut passer par le milieu M] de AA], puis par le milieu M2 de
MlAl’ puis par le milieu M3 de M2A1’ etc...: en un temps fini, on
doit ainsi parcourir une infinité de points distincs: cette opposition
entre le finiet 1'infini rend le mouvement impossible.

Second paradoxe: Achille ne peut rattraper la tortue
puisque lorsqu'on atteint le point ol celle-ci se trouvait, la tortue
a déja quitté ce point.

Troisiéme paradoxe: & chaque instant, la fléche est en
un point de 1'espace. Par ailleurs, si la fléche était en mouvement,
elle n' aurait pas de localisation spatiale. Le mouvement n'est
qu'une illusion.
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Dernier paradoxe: deux segments S] et 52, paralléles
et égaux a un méme troisiéme S, fixe, se meuvent en sens inverse.
S reste au milieu de 5152’ et 1'on désigne par d le décalage spatial
entre S] et 52. Si d est la valeur minimale de ce décalage telle
que la physique 1'impose, comment S et S] ou S2 pourraient-ils étre
décalés 1'un de 1'autre ?

Bien qu'Aristote ait entrepris de réfuter ces paradoxes
dans la Physique, le doute ne fut vraiment levé qu'd la suite des
travaux rigoureux des mathématiciens. L'étude de ces paradoxes a
également stimulé les développements logiques dirigés vers la théorie
des ensembles, elle a contribué a la naissance et a 1'épanouissement
de 1'analyse.

Le premier paradoxe a pu étre résolu, peut étre implicite-
ment, par Archiméde en formulant mathématiquement 1le probléme. I1
est de savoir si. la série

/2 + /4 + 1/8 + ..o+ 12" + L.
converge ou non vers 1.

L'histoire des séries est bien connue, et nous n'allons
pas la reprendre. Observons ici qu'une grandeur mathématique finie
peut étre divisée en une infinité d'autres grandeurs elles-mémes
finies. I1 est clair que,pour que solentpossiles de tels processus en
quelque sorte réductionnistes, i1 faut supposer la continuité et
1'homogénéité parfaite du substrat. Ce sont 13 des conditions que
1'on rencontre en effet dans le monde physique primaire. Au fur et
d mesure que 1'on s'en éloigne, les domaines d' applicabilité de
ces théorémes deviennent plus restreints, et le raccord entre domaines
locaux dont le nombre s'accroit prodigieusement présente 3 1'heure
actuelle de sérieuses difficultés.

Au premier probléme posé par Zénon, se trouve associé
celui de la détermination d'un objet S par un processus d'approxima-
tion. En 1'occurrence, on fabrique une suite Sn dont la limite, quand
n tend vers 1'infini, est S. Dans le cadre physico-mathématique pré-
sent, Sn peut étre défini parun processus d'additions dont 1'ordre
dépend de n.

Voici alors, du moins selon les apparences, un nouveau
paradoxe. Considérons la série:
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S(x) = x - x2S - L ()" L
Selon la théorie mathématique classique, une telle série ne converge
que si -1 <x <1. En effet, si 1'on remplace x par 2, et si 1'on procéde
au calcul pas a pas de S(x) par les formules:
Sp(x) = x, S () =S, (x) + (DX, S(x) = Tim S (x)
on constate que Sn(x) n‘a pas de Timite puisque, suivant la parité
de n, S (x) tend vers plus ou moins 1'infini.

Si x vaut 1, par d'habiles et immédiats groupements des
termes, il peut sembler que la série converge soit vers 0, soit vers
1. En fait elle converge vers sa vraie valeur obtenue par Euler,
qui est la moyenne arithmétique des limites apparentes précédentes
0 et 1, soit 1/2:

172 = 1-1+1- ...+ )"+ ..
Que cette somme infinie et alternée d'entiers engendre un rationnel
est pour le moins &tonnant, et ce fait ne connait pas encore de répon-
se satisfaisante, hormis la suivante.

Formellement, on a toujours, selon 1'apparence,

FOX) = X - X2+ %3 = o (=)™ ... =

On se demande alors, si F(1) = 1/2, pourquoi F(2) ne serait-il pas
égal a 2/3.

E.Berel, dans ses Legons sur les sé@ries divergentes,
parues en 1901, a insisté sur le fait suivant:

on doit considérer, dans une série, le rang de chaque terme comme fai-

sant partie intégrante de ce terme.
I1 a démontré que .i on désigne par Gn le déplacement du terme de rang n de la
série, c'est-3-dire la différence entre les nombres qui expriment son rang dans la
série primitive et dans la série modifiée, il suffit, pour que le changement de 1l'ordre

des termes n'altére pas la valeur de la série, que 1'on ait

(1) lim § u =0,
n=° n-p n

ou bien

(1) lin 6u =0
n=o n n+p

quel que soit l'entier positif p qui peut varier avec n; ces deux conditions sont
d'ailleurs équivalentes; mais il ne suffit pas que l'on ait
(2) lim & u = 0.

n=e nn

On peut naturellement affiner ce résultat lorsqu'on divise chaque
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terme donné en plusieurs parts, et lorsque 1'on modifie leur ordre.
On en déduit dans certains cas des moyens pour étendre le domaine
de convergence d'une série. Nous ignorons si des résultats ont été
publiés s'appuyant sur ces idées. I1 semble en tout cas qu'on ne
saurait manipuler sans précautions Tes séries formelles.

Se pose alors la question naturelle de savoir sur quels
domaines le correspondant analytique d'une série formelle est-il
défini. Au deld de ce probléme figurent ceux de 1'équivalence entre
fonctions polynomiales, fonctions de Nash, fonctions analytiques
et Ck-différentiables, et celui de 1'équivalence entre variétés cor-
respondantes.

Un aspect local d'un probléme général
Des résultats préliminaires furent obtenus par Cauchy

et Weierstrass. Cauchy montre qu'une série entiére ne s'annule, sur
son domaine de convergence, qu'en des points isolés. D'ol 1'idée
de Weierstrass: &tant donnée une fonction analytique, on définit
ses développements en série entiére au voisinage de ses points isolés,
puis on essaie de raccorder entre eux les différents morceaux.

Cette maniére de voir permet de donner a la notion de
fonction analytique son statut actuel: par fonction analytique, on
entend une fonction, de domaine de définition D, égale, sur un voisi-
nage d'un point quelconque de D, & la somme d'une série entiére abso-
lument convergente.

Le théoréms du prolongement analytique exprime la possi-
1ité effective de raccorder les morceaux entre eux: si deux fonctions
analytiques, définies sur un ouvert connexe D, sont égales sur un
ouvert contenu dans D, alors ces deux fonctions sont égales sur D.

A.Lautman a intitulé le premier chapitre de sa thése
soutenue en 1937, Le local et le global. L'auteur ne manque pas d'op-
poser Riemann & Weierstrass, dont la méthode permet de construire
le global & partir du local. Ce fait a pu frapper certains mathémati-
ciens, au point que Thom a pu écrire que la topologie est la science
qui permet de reconstruire le global & partir du local. Cette affirma-
tion & 1'emporte-piéce est quelque peu abusive.

Pour obtenir des convergences, il faut en effet et en

£H)-T3-convient ici de signaler les travaux récents de J.P.Ramis qui, par des méthodes
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premier lieu, travailler sur des espaces ol peuvent exister des limi-
tes. Or oeuvrer sur R" ou C" est travailler sur des espaces métriques,
dont on sait qu'ils sont "séparés": dans de tels espaces, une limite
si elle existe, est unique. On sera assuré de 1'existence de telles

limites si tout "flirte"!!

converge sur cet espace, en langage plus
ancien, si toute suite infinie de points sur cet espace admet une
valeur d'adhérence - ou encore est quasi-compact. Un espace a la
fois borné et quasi-compact est compact: tels sont les domaines bornés
de R" et de C" qui servent dans la pratique.

L'existence pour tout filtre d'un point adhérent est
équivalent & une forme d'homogénéité de 1'espace, de la structure
interne de son substrat. Grace a cette qualité d'homogénéité, il
suffira souvent d'établir une propriété Tlocalement pour 1'étendre
¢clobalement & tout 1'espace, ou bien de reconnaitre les obstructions
spatiales et morphologiques qui préviennent cette extension. Notons
quele théoréme de Borel-Lebesgue traduit entre autres cette qualité
d'homogénéité de 1'espace de la maniére suivante: tout recouvrement
ouvert de 1'espace compact E contient un recouvrement de E constitué
d'un nombre fini d'ouverts.

Si les conditions physiques imposent des obstructions
topologiques aux représentations mathématiques traditionnelles, elles
peuvent é&galement perturber 1la compacité de 1'ensemble substrat:
en pareil cas, notre savoir-faire est des plus limités. Les premiers
travaux portant sur ces cas ont &té entrepris dans le cadre de 1la
théorie des variables complexes, ol 1'on a établi des obstructions
au prolongement des entités analytiques définies en dehors d'un ensem-
ble compact. Le premier théoréme positif dans ce sens est celui de
Hartogs (1906): si D est un ouvert de c", ou n est supérieur a 1,
si K est un compact contenu dans D et dont le complémentaire dans
D est connexe, alors toute fonction holomorphe sur K se prolonge
en une fonction holomorphe sur D.

(1)  Dans une des premigres éditions de Bourbaki, on pouvait lire "flirte de droite
a gauche". Un digne collégue ayant fait remarquer cette erreur fondamentale, Bour-

ki lui adressa une lettre pleine d'excuses, promettant de corriger l'erreur dans 1'édi-
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La propriété de cldture de C pour les opérations algébri-
ques induit en général des propriétés analogues pour les objets défi-
nis dans ou sur C". Aussi peut-on traiter par des méthodes algébriques
les questions de géométrie algébridue ou analytique complexe. Les
outils ainsi &laborés ont é&té employés dans le cas différentiable.

Du point de vue "philosophique”, on remarquera que 1'on
commence par traiter le cas d'objets définis par des équations polyno-
miales (géométrie algébrique): en un certain sens, on travaille sur
du fini. On met en évidence des comportements algébriques locaux
et stables, exprimés & 1'aide d'idéaux. Faire le quotient par ces
idéaux revient 3 déterminer les classes de structures équivalentes.

Du fini, on passe & 1'infini dénombrable via 1'analytique:
dans la mesure ol 1'on arrive & imposer la permanence des structures
algébriques, les résultats ne peuvent étre différents. On les retrouve
3 nouveau dans le cas différentiable, pourvu encore que les structures
algébriques ne soient pas modifiées.

En d'autres termes, toutes les technigues d'algébre commu-
tative de Zariski dans un premier temps, les techniques de géométrie
algébrique de Serre et de Grothendieck dans un second temps, seront
nécessaires pour donner la meilleure généralité aux résultats, et
bien sir les démontrer.

Voici un petit lemme di & Shiota (1979), qui permet utile-
ment de réunir des domaines d'analyticité et de créer des fonctions
analytiques globales: soient f] et f2 deux fonctions définies sur
la variété différentiable M. On suppose f2 analytique et f1 analyti-
gue sur un voisinage de f2(0). I1 existe alors une fonction arbitrai-
rement petite f3, telle que f] + f2f3 soit analytique. La démonstra-
tion est une application relativement directe du théoréme A ae Cartan
sur les variétés de Stein. De ce lemme, Shiota a déduit gue si f est
réguligrz sur i - U et analytique sur U, f est équivelente & une
fonction analytique, ou encore, on peut reconstruire la fonction
analytique f & partir de la simple connaissance de ses germes analy-

tiques en ses point singuliers, supposés en nombre fini.

tion prochaine: au lieu de considérer deux espaces flirtant de droite & gauche, on
s'y intéresserait a deux espaces flirtant de gauche 3 droite.Au cours de sa récente le-

gon d'Analyse fonctionnelle & 1'IHES, L.Schwartz a révélé que P.Samuel était l'tauteur
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Notons ici le rdle essentiel joué par les singularités,
rdle que Weierstrass avait parfaitement compris, et que Lautman avait
souligné dans sa thése.

Du formel au différentiable

Le passage du formel au différentiable a souvent é&té
gtabli via 1'analytique. L'outil algébrique que 1'on emploie a été
évoqué dans le paragraphe précédent. Dans celui-ci, nous allons
plutdt considérer les quelques théorémes d'analyse auxquels on fait
le plus souvent appel.

Les théorémes de préparation de Weierstrass jouent, dans
toute la théorie, un rdle clé. Selon le premier théoréme (1842),
on peut, en topologie C°, approcher toute fonction continue sur un
domaine compact, par un polyndme. Ce théoréme joue un rdle conceptuel
moteur. Cependant, sa démonstration, non constructive, le rend impro-
pre & certains emplois: on ne sait rien dire par exemple sur la valeur
du degré minimal du polyndme pour lequel Ta "distance" de ce polyndme
a la fonction donnée est inférieure & un écart donné a 1'avance.
Ce théoréme contient némmoins en puissance et en germe le résultat
sur 1'équivalence topologique entre fonctions polyndmiales et fonc-
tions quelconques de codimension finie.

Un théoréme du méme genre a été démontré par Whitney
en 1934: on peut approcher, en topologie c”, toute fonction par une

fonction analytique.
Le second théoréme de Weierstrass, professé depuis 1860,

est, au contraire du précédent, un outil technique trés employé.
Au voisinage d'une singularité d'ordre k supposée placée a 1'origine,
en utilisant son développement de Taylor, la fonction f(x) s'écrit:
f(x) = ka(x).

f est le produit d'une fonction singuliére & 1'origine, polynémiale
(on peut également dire algébrique), par une fonction réguliére a
1'origine, w(x).

Ce résultat s'étend aux fonctions a plusieurs variables.
Si f est singuliére d'ordqg k en la variable x a 1'origine, f s'écrit:

fx,y) = (xk + % uj(y)xk-a)w(x,y) = P(x,y)wix,y).

Les fonctions f, w et uj sont de méme nature: soit toutes formelles,
soit toutes holomorphes (Weierstrass), soit toutes analytiques (Riic-
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kert, 1933), soit toutes différentiables (Malgrange, 1964).

Ce second théoréme, dit "de préparation", donne un outil:
le jeu des dérivations permet aisément de trouver 1'ordre de la singu-
larité, qu'on peut "isoler’ de la partie réguliére. Les applications
de ce théoréme vont de la géométrie (algébrique, analytique) a 1'ana-
lyse: 1'ordre de la singularité étant connu, la fonction w jouant
un réle secondaire, on pourra sans peine "déployer" Tla singulariteé
et montrer son équivalence topologique avec f.

La démonstration du théoréme de préparation s'appuie
sur un théoréme d'apparence un peu voisine, le théoréme de division:
toute fonction f, sur un voisinage de 1'origine, peut s'écrire sous
la forme: K )
fix,y) = P(x,y)Q(x,y) + g rj(y)xk_J
- on omet ici d'indiquer les conditions de différentiabilité qu'on
peut imposer aux différents termes de la décomposition.

Nous avons donné de ce théoréme une démonstration "heuris-
tique" en interprétant xk commele volume d'unhvpercube dans un espace
3 k dimensions. Dans ces conditions, les théorémes de division et
de préparation expriment la possibilité de stratifier 1'espace physi-
que en lamelles de dimension k.

Naturellement, lorsqu'on cherche & donner une formula-
tion plus générale & ces théorémes, on quitte le particularisme de
chaque fonction pour considérer des familles de fonctions, sur les-
quelles on peut procéder a des opérations comme 1'addition ou la
multiplication. On peut alors donner des versions algébriques de
ces théorémes. Les plus générales & ce jour ont été données par Vegter
en 1981. Reconnaitre la signification physique d'un &noncé & travers
son extension algébrique tient encore de la gageure, la spécialisation
de 1'énoncé est nécessaire pour préciser le cadre de son emploi.
La majorité des propositions algébriques sont du genre, telle suite
est exacte, ou tel espace est homomorphe & tel espace quotient: 1a
version algébrique du théoréme de préparation est souvent de ce der-
nier type.

I1 est fréquent que, pour résoudre un probléme, 1‘on
confie son sort aux manes de d'Alembert: Allez de l'avant, et la foi wvous
viendra. On commence par essayer de résoudre le probléme en suppesant
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que toutes les données sont formelles, puis on s'efforce de revenir
3 1'analytique, mieux, au différentiable. C'est une méthode préconisée
par Poincaré pour résoudre les équations différentielles. Voici un
emploi de cette méthode pour résoudre des équations, comme par exemple
1'équation analytique
fix,y) = 0
ol f est une application analytique de R"xRN dans R™. En d'autres ter-
mes
flxy) = (F06y), oo s fL0GY))

les fi(x,y) étant des séries convergentes des variables

X = (Xps eee s Xp)

Y=y oen s yN)
On veut que les solutions yj(x) soient également des séries conver-
gentes des variables Xy - La fonction y = y{x) est appelée une fonction
implicite de la variable x.

Le théoréme de M.Artin affirme que s'ilexiste une solution
formelle & ce probléme, soit y(x), sans terme constant, il existe
également une solution analytique y(x), égale & y(x) modulo, élevé
i une puissance entiére, 1'idéal maximal de 1'anneau des séries for-
melles en x. Le théoréme reste naturellement vrai lorsque f est une
équation polynémiale. Les outils principaux de la démonstration sont
la récurrence sur le nombre de variables, et le théoréme de prépara-
tion.

Le cas différentiable est résolu sous la forme du théoréme

classique des fonctions implicites.

Etablir les équivalences entre fonctions différentiables
ou analytiques et fonctions polyndmiales nécessite 1'emploi des outils
précédents. Par &quivalence entre f et g, supposées par exemple diffé-
rentiables, on entend 1'existence d'un difféomorphisme h sur 1'espace
source, tel que foh = g.

I1 est é&videmment du plus grand intérét opératoire de
ramener des objets a priori compliqués et mystérieux & d'autres comme
les polyndmes, dont le maniement est particuliérement aisé. De plus,
on est maintenant assuré que le nombre de types topologiques des
polynémes de degré donné est fini (Fukuda, 1974): ces types topologi-
ques sont définis par des équivalences & un homéomorphisme prés seule-
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ment, un contre-exemple de Whitney montrant que le théoréme est faux
si 1'équivalence est définie par des difféomorphismes. Cependant
Shiota montre que si la variété qui sert de domaine de définition
3 la fonction continue f n'est pas de dimension 4 ni 5, et si les
singularités de f sont isolées, alors f est équivalente en topologie
C° a une fonction différentiable. Ainsi, dans cette topologie grossie-
re, on peut assimiler certaines fonctions & des polynbmes, i.e. a
des objets de type fini.

Les fonctions susceptibles d'ob&ir a cette assimilation
sont les suivantes - résultats de Shiota (1979): toute série conver-
gente ou formelle & n variables est équivalente & un polyndme a 2
variables dont les coefficients sont des séries convergentes ou for-
melles 3 n-2 variables; il est difficile d'aller plus loin, Whitney
ayant donné un exemple de série convergente & trois variables qui
n'est équivalente & aucun polyndme. Si un germe de fonction différen-
tiable s'annule & 1'origine, et s'écrit

f=ufh
P

ol les f1 sont des germes différentiables, les ay des entiers de
sorte que le développement en série de taylor des fi engendre des
idéeaux premiers distincts dans 1'anneau des séries formelles, alors
le germe donné est équivalent & un polynfme a deux variables, dont
les coefficients sont des germes de fonctions & n-2 variables. Ce
résultat est local. On peut le globaliser en dimension 2, & condition
que soit vérifié un caractére "propre" selon lequel 1'image inverse
d'un compact est compacte: on retrouve cette condition nécessaire
d'homogénéité mentionnée plus haut.

3.4 Le scandale des irrationnels(”

Des nombres sans problémes

Les é&tranges propriétés des nombres mettent 1'esprit
humain en face de défis extraordinaires. Confronté aux multiples
religions, 1'auteur en vient & verser dans la rébellion, et penche
vers 1'agnosticisme. Mais, considérant Tles propriétés des nombres

(1) Ce paragraphe a &été repris et développé dans un autre ouvrage, La sémantique et

1a nashra 3 narattre

77

en relation avec la géométrie, ou bien, a travers la zoologie,
les stupéfiantes organisations produites par la vie, il en vient
souvent a@ penser que si Dieu n'existait pas, i1 faudrait le créer.

Descartes, dit Poncelet, n'avait pas entrevu la fécondité et a portée
de sa méthode, puisqu'il appelait "fausses les racines négatives de ces équations
dont pourtant il avait en main l'interprétation géométrique".

Le statut des nombres négatifs était en question et le
resta Jjusqu'a 1'époque d'Hamilton. Aujourd'hui, la construction des
entiers naturels ou rationrelsne souléve plus de dificultés intellec-
tuelles. Deux méthodes sont aujourd'hui & notre disposition pour
construire Tles rationnels: 1la plus ancienne repose sur 1'idée de
proportion et plus généralement de relation d'équivalence; la seconde
que nous avons développée fait appel a la notion d'extension. On
ne saurait dire que Frege ou Bourbaki construisaient les entiers
naturels: ils en postulaient plutét 1'existence. Partant de données
minimales comprenant le 0 et le 1, nous les avons construits par
la méthode des extensions. Ce processus est de nature quasi-divine:
si une relation R n'est pas satisfaite par les nombres que nous avons
déja créés, nous avons la faculté, a 1'instant de notre choix, de fai-
re surgir des nombres nouveaux qui obé&iront & la régle R. Tel est
le pouvoir de 1'esprit humain, tout-puissant ou presque.

Le résultat de cette création existe-t-il déja dans Tle
monde physique, tout au moins en puissance ? I1 se pourrait que cette
question n'ait pas toujours de sens. Ce résultat est en effet fonction
de 1'adéquation du modéle & la réalité: elle est rarement parfaite.
Au deld d'un certain degré k d'approximation la .considération de
meilleures approximations définies pour n supérieur & k n'a pas de
sens physique si la nature ne parvient jamais & franchir le seuil
k. L'approximation de degré n présente alors un caractére idéal.
Et pourtant, si n tend vers 1'infini, cette approximation peut avoir,
pour certaines opérations, des qualités de simplicité qui rendent
Cette approximation particuliérement maniable, et permet de faire
apparaitre des propriétés que la limitation au degré d'approximation
k aurait rendu bien plus difficile & mettre en évidence.
qu'un modé]eI] arrive ainsi plus d'une fois, en physique notamment,
irréel parce qu'il néglige des facteurs manifestement présents, mais
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de ce fait facile d'emploi, apporte la compréhension des mécanismes
et des comportements fondamentaux de 1'objet ou du phénoméne étudié.
La référence & la modélisation mathématique du pendule idéal sans
frottement, sert de support implicite a ces considérations.

Enfin, a supposer que soient bien fondées les prémisses,
la valeur des conclusions, souvent découvertes par 1'intuition, mais
justifigées par e raisonnement, souléve d'autres problémes: celui
de la capacité de notre physiologie & simuler correctement la réalité,
ou plutét 3 en dégager les caractéres marquants et explicatifs, et
celui de cette &tonnante organisation causale du monde, dont les
schémas dits logiques, ne sont les expressions abstraites. Cette orga-
nisation justifie 1'attitude des mathématiciens a la recherche d'une
rigueur toujours plus sire, et pénétrés du souci de cohérence de
leurs théories.

La stabilité qui régne dans le monde physique échappe
totalement & 1'explication humaine. Elle fait partie des propriétés
ontologiques de 1'univers. Reconnue, admise, la stabilité autorise
1'existence de procédures mécaniques et répétitives. Elle permet
de fonder 1'algébre, et donne un sens au probléme général de 1'exten-
sion. Rappelons la formulation de ce probléme:

frant donné un objet 0' défini sur un ensemble E!', et vérifiant les

propriétés P'l, ceey P'n, trouver un objet O défini sur un ensemble E contenant E',
vérifiant non seulement les propriétés P'l, . P'n, mais de plus des propriétés
P ., ..., P, et tel que la restriction de 0 32 E' soit E'.

n+l n+m

I1 est bien clair que la résolution de problémes de cette
nature ouléve des questions de portée métaphysique, ne serait-ce
que sur la portée et la valeur du pouvoir d'induction de 1'esprit.

Terminons ce paragraphe par quelques remarques sur le
langage. A 1'origine du progrés dans les sciences, se trouve souvent
une plus grande acuité dans la perception des choses, qui conduit
3 introduire de nouvelles dénominations, ou des distinctions plus
fines. Ce qui est bien nommé s'utilise alors aisément et avec profit.
La notion d'équipotence par exemple a permis de caractériser 1'infini.
L'argument de Cantor est bien connu: si 1'on multiplie par 2 les
sléments de 1'ensemble des entiers, on obtient les entiers pairs,
qui forment un sous-ensemble de 1'ensemble des entiers. Ainsi, 1la
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partie a le méme nombre d'éléments que le tout. Une telle propriété
ne saurait étre vérifiée dans un ensemble fini.

L'irrationnalité est rationnelle

Jusqu'a la découverte de 1'irrationnalité de racine de
2, i1 ne semble pas que le statut des nombres ait posé quelque problé-
me aux hommes de science. Via le théoréme d'optique de Thalés, a
travers les é&tudes acoustiques sur les gammes, il apparaissait que
1'ordre du monde, juste et harmonieux, était régi par la proportion
rationnelle: la proportion établie par la raison n'est que 1'image
de la proportion fixée par la mathématique, puisque, selon Protagoras,
1'homme est la mesure de toutes choses.

La découverte que la divine proportion n'était pas un
nombre rationnel allait boulverser le monde des idées communes: Tle
nombre d'or qui fixe 1'harmonie des proportions du visage et du corps,
et, par anthropocentrisme religieux, celle, jusqu'au Moyen Age, des
temples et des cathédrales, ne peut s'écrire sous la forme d'un rap-
port de deux entiers.

I1 faudra une vingtaine de siécles pour assimiler, grace
au développement de 1'algébre, ces nombres "irrationnels" et fixer
leur statut. Les mathématiciens sont trés loin d'avoir donné au terme
irrationnel la connotation délirante a laquelle on pourrait a priori
penser. Un irrationnel est un nombre hors de la raison, i.e. hors
de Tla proportion au sens mathématique: a-logos. Mais de mauvaises
interprétations de cette terminologie, des glissements de sens, ont
favorisé le développement de toute une mythologie & 1'égard de ces
nombres dont la premiére propriété est d'étre incommensurable entre
eux. Théodore, maitre de Platon et de Théététe, savait les relier
par des constructions géométriques:

Théodore que voici nous avait tracé quelques figures & propos de racines,
et nous avait montré que celles de trois pieds et de cinq pieds ne sont pointpour
la longueur commensurables avec celle d'un pied, et, les prenant ainsi, l'une apris
ltautre, il &était allé jusqu'a celle de dix-sept pieds et il s'était, je ne sais pour-
quoi, arrgté 13. Il nous vint alors & l'esprit, en considérant que les racines sont
en nombre infini, d'essayer de les rassembler sous un terme unique, qui nous servirait

N
a nommer toutes ces racine-.
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Soulignons ici le caractére résolument moderne de Ta
démarche de pensée de Théodore et de Théététe: la nature inductive
des mathématiques est affirmée avec force. Elle fait de cette science
celle qui, au plus haut point, est capable de s'@lever du particulier
vers 1'universel. Mais reprenons 1'exposé de Théététe:

Nous avons- divisé les nombres .en deux classes: les uns,. les nombres
qui peuvent &tre formés par la multiplication de facteurs égaux, nous les avons repré-
sentés par la figure du carré, et les avons appelés carrés ou équilatdres. (Socrate
approuve). Pour les nombres placés entre les premiers, comme le trois et le cing et
tous les nombres qui ne peuvent &tre formés en multipliant des facteurs égaux, mais
seulement en multipliant un plus grand par un plus petit ou un plus petit par un plus
grand (on pergoit 3 travers ce propos non seulement le souci de rigueur, mais bien
plus la perception d'opérations non commutatives) et qui s'expriment toujours par
une figure aux cB8tés inégaux, nous les avons représentés sous la figured'un rectangle
et les avons appelés rectangulaires.

Théététe poursuit son discours en classant les nombres
dont la décomposition en facteurs premiers contient trois facteurs;
s'i1 ne limitait son induction & 1'espace & trois dimensions, il
construirait de la sorte ce que P.Samuel aurait appelé une "tour
de Babel" de nombres. Toutefois, 1'optique grecque est la plus sérieu-
se: quand un mathématicien écrit x", i1 désigne implicitement Tle
volume occupé par un hypercube dans un espace & n dimensions: le
développement de 1'algébre a complétement fait perdre ce point de
vue qui donne son sens aux théorémes de Fermat. Faut-il rappeler
1a remarque platonicienne de 1'Epinomis: Tous les nombres ne sont pas par
nature comparables les uns aux autres, mais la possibilité de leur comparaison devient
manifeste quand on les traduit en surfaces: merveille qui n'est pas humaine, mais,
si elle se réalise, divine, ainsi qu'il apparait i qui peut le comprendre.(990 c).

Les savants persans nous ont transmis la mathématique
indoue, et a travers elle, une bonne partie de la mathématique chinoi-
se. La science indoue est principalement de nature arithmétique et
algébrique. Le Moyen Age travailla principalement sur Euclide et
sur les traductions des écrits en langue arabe. On utilise la repré-
sentation des irrationnels par leur développement en fraction conti-
nue: il est probable que Bombelli (1530-?) eut via les ouvrages arabes
connaissance de la méthode du mathématicien hindou Aryabhata (476-550
aprés J.C.), par laquelle on montre que:
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2 + etec

Le mathématicien allemand M.Stiefel (1487-1567) écrit
que Non autem potest dici numerus verus, qui talis est ut praecisione careat et
ad numerus veros nullam cognitam habeat proportionem. Sicut igitur infinitus numerus,
non est numerus; sic irrationalis numerus non est verus numerus, quum laterat sub
quadam infinitatis nebulae.

A la Renaissance, comme dans bien d'autres temps, Tles
mathématiciens opérent, dans la plupart des cas, sans bien comprendre
ce qu'ils font. Les contemporains de M.Stevin (1548-1620) n: tenaient pas
(les radicaux) pour nombres, mais pour quantités irrationnelles, irrégulidres, inexpli-
cables, sourdes, absurdes et pas dignes d'&tre citées en propositions mathématiques.Tel
n'était pas évidemment 1'avis de Stevin, et 1'on imagine volontiers
les démélés qu'il dit connaitre avec ses collégues: on aurait méme
pu tenter de lui refuser toute promotion, méme & 1'ancienneté !

Peut-étre par la force de 1'habitude a les considérer,
parce que leur construction pose moins de problémes qu'autrefois,
parce que, emportés par la fiévre technicienne, la majorité des hommes
voguent sur la superficie des choses et s'attachent moins & en péné-
trer T'arriére-plan ontologique, les nombres irrationnels ne suscitent
plus le méme émoi qu'autrefois. Un des derniers grands mathématiciens
en date a s'@tre interrogé sur ces nombres est Emile Borel (1871-1956).
En physicien, i1 déniait la qualité d'existence 3 la plupart des nombres incommen-
surables dont l'intervent.ion (ajoute Denjoy qui rapporte le fait) est cependant indis-
pensable pour fonder nos théories générales. La fécondité des théories ne
constitue cependant pas, a elle seule, un argu ment qui puisse justi-
fier 1'absence d'interrogation sur la signification et le bien-fondé
de nos symbolismes.

3.5 De 1'imaginaire dans les querelles

Les véritables classes nouvelles de nombres furent les
nombres négatifs et les nombres complexes. Leur genése fut laborieuse.



82

G.Cardan (1501-1576) et Bombelli furent 3 la méme époque les princi-
paux savants & utiliser ces familles de nombres et & donner une impul-
sion nouvelle & leur développement. L'emploi du terme "imaginaire"
est dii a Descartes, dans le livre 3 de sa Géométrie (Leyde, 1637).
L'emploi de ce terme exprime avec assez de clarté 1'incompréhension,
a 1'époque, de ce que pouvait étre un nombre "complexe". L'idée que
s'en fait Leibniz montre que ce grand esprit n'hésite pas & se réfu-
gier dans le mythe pour conserver 1'équilibre desa pensée:L.: noabres
imaginaires sont le refuge magnifique et étonnant du Saint-Esprit. Une sorte d'amphibie
tenant le milieu entre 178tre et le non-8tre. Méme Euler qui pourtant a fait
faire des progrés parmi les plus importants & la théorie des nombres
complexes, n'hésite pas & &crire qu'ils ne sont rien, ni moins que rien,
ce qui les rend nécessairement imaginaires ou impossibles. Et encore Gauss ne
constate-t-i1 pas que La réalité des nombres négatifs est suffisamment justifiée
puisque dans d'innombrables cas ils trouvent une interprétation adéquate. Cela ést
admis depuis longtemps; mais les quantités imaginaires, autrefois, et parfois encore
maintenant, appelées faussement impossibles, quand on les opposait aux quantités réel-
les, sont tolérées plutdt que complitement admises. Elles paraissent former un jeu
vide de symboles, auxquels un substrat de pensée est refusé sans hésitation, neme
par ceux qui ne déprécieraient pas I'importante contribution de ces symboles au trésor
des relations entre quantités réelles.

Méme -a 1'égard des nombres négatifs, Gauss péche par excés d'
optimisme. L'école anglaise discute leur statut. Un Lazare Carnot
les refuse encore, les tenant pour contradictoires. On ne dispose
pas, & 1'époque, de maniére consciente, de la procédure constructive
qui permet de les obtenir. Bien qu'abordé par les mécaniciens et
surtout par les linguistes, le point de vue relatif n'a pas encore
véritablement pénétré les esprits: 1'ensemble des entiers naturels
est caractérisé par 1'existence d'un plus petit &lément servant d'ori-
gine au décompte; on peut & loisir déplacer cette origine, la placer
par exemple en 3, de sorte que la nouvelle é&criture de 1'ensemble
sera: -2, -1, 0, 1, 2, ...}

ou bien placer cette origine "au milieu" de 1'ensemble des entiers
naturels, et obtenir ainsi le méme ensemble noté Z: d'ol 1'on voit
par un autre proc&dé qu'une certaine partie est &quipotente au tout!
Le point de vue constructif donne 1'explication rationnelle qui permet
d'accepter les entiers négatifs en tant qu'entité abstraite. Le point
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de vue relatif donne ici la vision qui attribue aux nombres négatifs
un sens physique.

Si, lorsque Gauss é&crit les Tlignes citées plus haut,
le statut des nombres complexes n'est pas compris, de méme, lorsque
Kummer (1810-1893) créa en 1847 les “nombres idéaux" - ce ne sont
pas des nombres!- les exemples qu'il en avait étaient trop peu nom-
breux, 1'algébre é&tait encore trop peu développée, pour que 1'inven-
teur lui-méme comprenne la nature exacte de sa création:Kummer et ses
contemporains avaient des idées tris confuses sur ce qu'étaient "réellement” les nom-
bres idéaux. Dans un de ses mémoires, Kummer essaye de justifier leur existence par
analogie avec une théorie chimique des radicaux complitement dépassée de nos jours;
mais, en fin de compte, son ultime justification pour leur introduction est qu'ils
sont utiles et conduisent 3 des théordmes mathématiques significatifs.

Tel est le point de vue insuffisant de 99% des mathémati-
ciens contemporains. L'ultime justification d'un concept mathématique
réside dans ses capacités d'emploi par les mathématiciens. Que cette
capacité d'emploi soit un critére important & prendre en considération.
nul n'en doute. Mais i1 faut aller plus loin, et comprendre quelle
réalité se masque sous la pertinence d'un concept. Kummer avait 1'es-
prit autrement profond que la majorité de nos habiles calculateurs.

Supposons que pour résoudre un probléme mathématique,
on introduise une donnée nouvelle par le processus d'extension: nous
connaissons par exemple les entiers, et voulons résoudre 1'équation
3 - 2x = 0. Nous constatons qu'il n'existe pas d'entier x qui vérifie
Cette équation. Le bon vouloir du prince crée un nouvel &tre mathéma-
tique, noté par exemple (+3/+2), voire 3/2, de maniére générale (m,n)
ou m/n, et 1'on étudie ce nouvel ensemble d'objets. En tant que spé-
cialiste de Ta chose abstraite et esﬁkit désincarné, nous pouvons
considérer le travail comme achevé, ou presque. En tant qu'étre char-
nel, amateur de ripailles physiqueﬁent bien &tabli dans ce bas-monde,
nous devons poser & nouveau la question soulevée implicitement par
Kummer: quelle est la signification physique de 1'entité nouvellement
Créée, quelle est la signification de 1'@énoncé formulé & son propos?

Pour n'étre pas capable de répondre encore i pareilles
questions, le mathématicien ne doi%?ﬁes fuir, ni cacher son ignorance



84

derriére le masque de la superbe. Ce qui justifie & terme la découver-
te mathématique est bien 1'usage qu'on en fait, mais pas seulement
en mathématiques. Une découverte de nature abstraite a son utilité

a la fois pour la compréhension préalable et pour 1'action conséquente.

Avant de nous interroger sur la signification physique
des nombres complexes , 11 convient d'évoquer
la controverse célébre entre Leibniz et Jean Bernoulli (1667-1748),
frére de Jacques et pére de Daniel. L'échange de lettres entre ces
deux mathématiciens commenca en 1700 et dura 16 ans. Sur les logari-
thmes des nombres négatifs et imaginaires est le titre du premier
article d'Euler qui, en 1748, trancha la question. Euler rédigea
la méme année une autre version de ce texte qui parut dans les Mémoi-
res de 1'Académie des Sciences de Berlin. Ce second article est,
du point de vue mathématique, plus complet que leprécédent: 1'analyse
de la controverse est plus poussée, 1'exploitation des résultats
plus étendue. Cependant, du point de vue qui nous occupe, le premier
article, d'ailleurs posthume, est plus intéressant car on y décéle
mieux la démarche de pensée d'Euler.

IT vaut la peine de citer le début de ce mémoire, tant
la langue en est savoureuse:

1. Dans le commerce littéraire de MM. LeiBNiTz et JEAN BERNoOULLI, on
trouve une grande controverse sur les logarithmes des nombres négatifs et
imaginaires, controverse qui a été traitée, de part et d'autre, avec beaucoup
de force, sans pourtant que ces deux grands hommes fussent tombés d’accord
sur cette matidre, quoiqu'on remarque d'ailleurs entr'eux une trés parfaite
harmonie sur tous les autres points de I'Analyse. Cette dissension parait
d’autant plus remarquable qu'elle roule sur un article de cette partie des
Mathématiques qu'on nomme pures, et qu'on ne croit ordinairement susceptible
d’'aucune contestation, tout y étant fondé sur les plus rigoureuses démonstra-
tions. Car on sait que les autres questions sur lesquelles les Mathématiciens
ne sont pas d'accord appartiennent & la partie appliquée des Mathématiques,
ot les diverses manieres d'envisager les objets et de les ramener & des idées
mathématiques peuvent donner lieu 4 des controverses réelles; et on se vante
méme souvent qu'elles sont tout & fait bannies de l'Analyse ou des Mathé-
matiques pures.
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2. En effet, la gloire d'infaillibilité que cette science s'est acquise souffrirait
une grande atteinte, s'il y avait des questions sur lesquelles les sentiments
seraient non seulement partagés, mais ol il serait méme impossible de dé-
couvrir la vérité par une démonstration évidente qui puisse mettre fin & toutes
les disputes. Comme il n'y a aucun doute qu’un tel accommodement entre
les divers sentiments de MM. LesNitz et BernouLnr n'ait liew, je vais
examiner I'un et T'autre, en pesant les arguments que chacun allegue tant
pour la confirmation de son sentiment que pour la réfutation du contraire,
et j'espére bien développer cette matitre et la mettre dans tout son jour, de
sorte qu’il n'y reste plus aucun doute et que I'une et l'autre partie sera
obligée de reconnaitre la solidité de la décision que je donnerai, et qui mettra
fin & toutes les disputes qui pourraient encore naitre sur cette matidre.

Leibniz soutient que le logarithme de -1, noté 1(-1),
est imaginaire, Bernoulli que 1(-x) = 1(x), autrement dit la courbe
représentative du logarithme se compose de deux branches symétriques.

Pour étayer son gpim‘og, Bernoulli passe par la considéra-

-dx X

tion de l1a différentielle: — > x

Euler a beau jeu de montrer quelques absurdités que 1'on
peut tirer de“hauvais argument, étonnant de la part d'un mathématicien
de Ta taille de Bernoulli: ainsi 1(2x) = 1(x) puisque leurs différen-
tielles sont égales.

Pour justifier le fait que le graphe du logarithme aurait
deux branches, 1'argument suivant est avancé: soit plus généralement

dx = dyn
y
Son intégrale est: x=0C - 1 .
y(n-].)

Toutes les fois que n, différent de 1, est impair, le graphe de cette
fonction a sans contredit un diandtre ou deux branches égales et semblables.D'ol le
résultat pour n = 1.

Cependant Euler va faire voir néammoins que cette conclusion

f .
quion en veut tirer n'est pas assez siire:

' .8. Quand il s'agit, dans 1'Analyse, des cas d’intégrabilité ou, dans la Géo-
metrie, de certaines propriétés des lignes courbes, on trouve rarement des
PI'Op.ositions assez générales et il y faut presque toujours excepter un ou
Plusieurs cas auxquels on ne peut pas faire l'application. On peut bien dire
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que cette formule z"dx est généralement intégrable, quelque nombre qu'on
mette pour #, pourvu qu'on en excepte le cas m=—1. Et il en est de
méme de plusieurs autres formules générales dont on ne peut presque jamais
affirmer qu'elles soient intégrables dans tous les cas sans exception. Ainsi,
quand on dirait que l'équation

&4

y

de = 2Y
=

représente toujours une courbe algébrique, quelque nombre rationnel quon
mette pour #, cette proposition ne souffrirait qu'une seule exception, celle
du cas =1 Donc, puisque ce cas est si particulitrement distingué de
tous les autres, qui sera garant qu'il ne faut pas aussi faire une exception
a la régle mentionnée & I'égard d'un diameétre qu'on voudrait attribuer & la

courbe comprise sous 1'équation dm=d7y? Car, dans tous les autres cas oun
est égal & un nombre impair, nous reconnaissons avec évidence la nécessité
d'un diametre, puisque dans ces cas I'équation est intégrable; mais dans le
cas n =1 cette évidence cesse entierement, b cause de l'impossibilité de I'inté-
gration. Par conséquent, on est au moins obligé d'avouer que la conclusion
qu'on veut tirer de cet argument n'est pas assez sfire.

Euler montre ensuite, par un exemple qu'il fabrique, combien, méme
en géométrie algébrique, il faut y regarder & deux fois avant de

proposer un énoncé général. Puis i1 revient & son propos:
19. Si 'on veut avec M. BErnouLLl que les logarithmes des nombres

négatifs soient les mémes que ceux des nombres affirmatifs ou, ce qui revient
au méme, que !(—1)=0, on trouve la difficulté suivante: Ou il est vrai que

la* =zla
généralement, ou non; gl est vrai, il y aura de méme
l(——l)‘=xl(—1)=0

ce dont on sera aisément d'accord, si z est un nombre entier. Mais si z est
une fraction, on aura aussi 1Y—1=0, et par conséquent, la réduction de
M. Bernourui des arcs de cercle aux logarithmes imaginaires serait fausse;
ce qui serait absurde, puisque cette découverte est établie sur les plus solides
démonstrations de 1'Analyse. Mais si l'on pie que la®=xzla, on renverse
toute la théorie des logarithmes; car, quoiqu'on voultt admettre la résolution
la* — zla aux cas que v fat un nombre entier, elle deviendrait pourtant tout
a fait inutile, si # marquait un nombre en général ou inconnu.

920. Qu'on dise donc avec M. pE LEiBNITZ que les logarithmes des nombres
négatifs ne sont point réels, mais imaginaires, et I'on s'apercevra bientot qu'on
cnbromha dance 1o mame emhbarras.  Car. soit 1(— 1) = p., de sorte que p soit
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un nombre imaginaire, et I'on ne pourra nier que ! (— 1)* = np, surtout quand
n est un nombre entier. Soit donc # =2, et nous aurons

H(— 1 =1(+1)=2p.

Mais dans la doctrine des logarithmes, c'est le premier principe que !(4-1)=0;
par conséquent, il y aurait 2p =0 et partant p =0, ce qui est contraire &
I'bypothdse. On prouvera de méme que

1V—1, 11%1/:3

et les logarithmes des plus hautes racines de l'unité devraient tous également
étre =0, d'ou résulteraient les mémes contradictions qui se sont rencontrées
dans '’hypothése précédente.

Euler va maintenant, & la maniére du physicien Faraday,

nous confier la démarche aventureuse et passionnate de sa pensée.
C'est ici le coeur de son article:

Aussi y a-t-il longtemps que ces difficultés m'ont
tourmenté, et je me suis fait plusieurs illusions la-dessus, pour me satisfaire
en quelque maniére, sans étre obligé de renverser tout & fait la théorie des
logarithmes. Je me suis imaginé que, de méme qu'une quantité admet tou-
Jjours deux racines carrées, trois racines cubiques, quatre racines biquadrati-
ques etc., ainsi une quantité pourrait avoir une double moitié, un triple tiers,
un quadruple quart etc. dont l'un seulement serait réel, les autres imagi-
naires. Ainsi, posant ly =z, je concevais que

lVy=%x et l(—Vy)=%a:’

1 , . ~ .
et que Sz et %x puissent &tre différents, quoique le double de l'un et de
l'autre soit le méme =—z. De la méme manidre, pour les trois racines cubi-

ques de y, il serait

_1 —14VY-3 1, —1 =1
“ Wy 5 %, I—T——f/y=§x et ZIEVE]’/_,I:%Q"’

sloient dles nombres différents, le premier, %x, réel, et les deux autres,
3 % et 2", imaginaires, bien que le triple de chacun soit —z. Cette ex-
plication me paraissait bien extrémement paradoxe et insoutenable, mais
pourtant moins absurde que les contradictions que j'aurais été obligé d'ad-
mettre dans la théorie des logarithmes des nombres négatifs et imaginaires, -



88

Et cette idée va étre fructueuse. Euler songe & 1'appliquer aux raci-
nesde 1'unité. S'appuyant sur un résultat de Bernoulli qui associe
un arc de cercle, donc un angle, & tout logarithme imaginaire, Euler
commence par faire valoir que tout nombre posséde une infinité de

logarithmes:

24. Pour prouver cette pluralité infinie des logarithmes qui répondent
a chaque nombre, on n'a qu's regarder le grand rapport qui se trouve entre
les logarithmes et les arcs de cercle; puisqu'on sait que les arcs de cercle se
peuvent exprimer par logarithmes imaginaires, et réciproquement, les loga-
rithmes par les arcs imaginaires du cercle. Donc, parceque les sinus ou
cosinus répondent aux nombres et les arcs aux logarithmes, comme le méme
sinus se rapporte i une infinité d'arcs différents, ainsi il s'en suit que le
méme nombre se doit rapporter 4 une infinité de logarithmes différents.

Aprés quelques considérations méthodologiques qui ne manquent pas
d'intérét, Euler passe au calcul effectif que voici:

25. Soit ¢ un arc quelconque d’'un cercle dont je suppose le rayon —1.
Soit z le sinus de cet arc et y son cosinus, de sorte que y=—V(1—gY;
donc, nommant la périphérie de ce cercle — 2z ou T'arc de 180° = =, il est
clair que tous les arcs compris dans cette expression générale 4 2nn+ o
auront non seulement le méme sinus — 7, mais aussi le méme cosinus
—y=V(1 —2%, pourvu que n signific un nombre entier quelconque. Or,

puisque

dg = gz dz
y Ya-—2)
qu'on suppose
z=2sV—1,
et l'on aura
dzy—1
do —
= vare

Mais on sait que
ds
— = _=1{ya+7 C.
| fv(1+a-) (Va+2)+4)+
Par conséquent, nous aurons

¢=V—1-1(V(1—z’)+17”;—1)+0,

ot il est clair que la constante C est — 0, puisqu'en mettant =0 larc ¢
doit s'évanouir de méme. Ayant donc

¢=V—1-1(YQ —2)—zV—1),
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nous aurons
"’=Vi_1 LY@ —aY) + 2V —1)

ou bien

¢=Vi—ll(y+xV—1).

26. Cette équation que nous venons de trouver, exprimant le rapport
entre l'arc ¢ et les sinus et cosinus, aura aussi lien pour tous les autres
arcs qui ont le méme sinus z et cosinus y; par conséquent, nous aurons

(p—_}:2mt=17£—ll(!/+$v——l)

et partant,
ly+2zV—1)=(p+2na)V—1

Dou il est clair qu'au méme nombre y +2zV—1 répond une infinité de
logarithmes qui sont tous compris dans cette formule générale (¢ +2nn)¥V—1,
olt 3 la place de » on peut mettre tel nombre entier qu'on voudra. Puisque
z est le sinus et y le cosinus de l'arc ¢, posons z=sing et y —cos ¢, et
nous aurons cette égalité

1(cos ¢ + sin ¢ V—1) = (¢ + 2nm) V—1.

Notons ici que, contrairement aux affirmations de certains
auteurs, Ta définition moderne de la notion d'angle est implicitement
contenue dans 1'oeuvre de Jean Bernoulli, que la représentation géomé-
trique des nombres complexes est également en germe dans ce travail
d'Euler, au moment o0 il introduit le couple abcisse-ordonnée:

(y, x = z /-1) .
Bien qu'il y ait dans le traité d'algébre de Wallis (1685) de sérieu-
ses esquisses d'une telle représentation, celle-ci est donnée d'une
maniére plus juste et précise dans le mémoire d'Euler.

Ce second texte est rédigé a la maniére d'Ampére, en
ce sens que la démarchede la pensée de 1'auteur n'apparait pas. Beau-
coup plus développé que le mémoire initial, fort bien construit et
plus riche du point de vue mathématique, on y décéle parfois quelques
pointes d'humour: il est bien certain qu'hormis les Mathématiques, le nombre d'
idées distinctes et complettes est fort petit &crit Euler. On retrouvera égale
ment derriére ce propos 1'écho des discussions philosophiques et
linguistiques de 1'époque, sous 1'influence du traité de John Locke
Sur 1'entendement humain.
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Selon 1les bons auteurs, 1la démonstration d'Euler est
sans faille. Elle ne convaincra pas cependant Jean le Rond (d'Alem-
bert) qui, en 1761, soutiendra encore le point de vue de Bernoulli.

3.6 Les nombres complexes ont-ils un signification concréte ?

Comme on le sent a la lecture de son texte, pour Euler,
comme pour ses prédécesseurs, les nombres qui ne sont pas réels sont
vraiment imaginaires: ils n'existent que dans 1'abstrait et ne ren-
voient a rien de concret.

Ces nombres perdent déja de leur caractére irréel du
jour ol un procédé constructif en donne une vision globale et naturel-
le. Prenant comme point de départ 1'idée de Leibniz de rechercher
la raison de +1 3 -1, utilisant les résultats d'Euler, divers mathémati-
ciens, Truel en 1786, Wessel en 1797, Argand et Buée en 1806, Francais
en 1813, proposérent des nombres complexes une construction et une
représentation géométrique des nombres complexes aujourd'hui en vi-
gueur.(”

Argand est si pénétré du caractére naturel des grandeurs
qu'il étudie, qu'il &crit: Les noms de réel et d'imaginaire ne s'accordent
donc pas avec les notions qui viennent d'8tre exposées. Il serait superflu d'observer

que ceux d'impossible et d'absurde, qu'on rencontre quelquefois, y sont encore plus

contraires. On peut d'ailleurs ;'étonner de voir ces termes employés dans les sciences
exactes autrement que pour qualifier ce qui est contraire 3 la vérité.

Nous avons vu 1'oninion hésitante de Gauss sur la matéria-
1it8 des nombres complexes. Néammoins, dans sa Dissertation inaugurale
soutenue en 1797 et publiée deux ans plus tard, il utilise la corres-
pondance entre tout point (x,y) du plan et z = x + iy - son but
est de démontrer le théoréme des zéros de Girard-d'Alembert. L'optique
est utilitaire et ne vise pas @ fonder une théorie des nombres com-
plexes. Mais au fil des années, i1 acquiert une vision cohérente
des différents types de nombres, aidé en cela par la représentation
géométrique. Empruntons & Bourbaki cette traduction d'une lettre que
Gauss adresse a Bessel en 1811: De méme qu'on peut se représenter tout le domai-

(1) Lrarticle d'E.Cartan Nombres complexes (Oeuvres complétes, II partie, Vol.l, pp.107

246) est 1'étude historique de référence sur les nombres complexes et leurs extensions.
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ne des quantités réelles au moyen d'une ligne droite indéfinie, de m@me on peut se
figurer le domaine complet de toutes les guantités, les réelles et les imaginaires,
au moyen d'un plan indéfini, ol chaque point, déterminé par son abcisse a et son ordon-
née b, représente en mme temps la quantité a + ib. Le passage continu d'une valeur
dex & une autre se fait par conséquent suivant une ligne, et peut donc s'effectuer
d'une infinité de manitres ... .I1 faut quand méme redire que les premiéres
visions géométriques des nombres complexes appartiennent a Wallis
et a Euler (par exemp]e: tum enim applicata imaginaria XY istam- formulam a +
b v -1 exhibebit sicque mirabili quodam modo omnes adeo formulas imaginarias quasi
geometrice construere licebit, in Theoremata quaedam analytica ..., Opusc.anal., 2,
1785, 76-90).

Gauss, a qui 1'on doit la terminologie de "nombre complexe"
s'intéressa aux transformations du plan liées aux représentations
de ces nombres. B.Riemann ne manque pas de citer le mémoire de son
maitre, couronné par la Société Royale des Sciences de Copenhague
en 1822, sur la Résolution générale du probléme: représenter les
parties d'une surface donnée de sorte que la représentation soit
semblable @ 1'original en les plus petites parties. Gauss y prolonge
le travail fondateur d'Euler (De projectione geographica surperficiei
sphaericae (1777) sur les transformations dites conformes qui ont
cette propriété de conserver les angles, et sont de ce fait employées
dans 1'établissement de cartes géographiques . L'utilisation des systé-
mes de nombres complexes comme outils de représentation des groupes
de transformations sera largement développée par E.Cartan. Notons
encore que Gauss ne publia jamais Ta justification qu'il avait promise
des imaginaires.

Les travaux sur Tla construction des nombres complexes
et de leurs extensions se sont orientés dans les deux directions
principales: formelle, arithmétique et algébrique d'une part, géomé-
trique et algébro-géométrique d'autre part.

Ces travaux ont joué un réle trés important dans la genése
des concepts algébriques. On voit par exemple apparaitre la commutati-
Vité et 1'associativité avec les théories de Hamilton sur les nombres
complexes et sur les quaternions. Hamilton introduit vers 1843, en
méme temps que J.T.Grave, 1'écriture d'un nombre complexe z sous
la forme:
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Z = xy€ + X0, (+ ...+ xnen)
ou les e, sont des unités vérifiant certaines propriétés. Cette nota-
tion est peut &tre en partie & la source des généralisations de 1'es-
pace tridimensionnel. A partir de 1845, Grassmann travaille sur son
Analyse géométrique ol i1 introduit les .notions de produit mixte,
de produit intérieur régressif et progressif, d'ou sortira entre
autres le calcul tensoriel.

Les travaux de Cauchy méritent une attention particuliére.
En dépit des progrés parfois trés importants qu'il a fait accomplir
3 la théorie des fonctions de la variable complexe et réelle, Cauchy
n'a acquis que tardivement une vision des nombres complexes qui le
satisfasse. Daté du 28 Juin 1847, son Mémoire sur une nouvelle théorie
des imaginaires et sur les racines symboliques des &quations et des
équivalences explique comment définir les nombres complexes a partir
du quotient R[X}/1+X2 o0 X est comme 1'écrit Cauchy, une "indéterminée!
Cette maniére d'introduire les nombres complexes est la plus fréquem-
ment retenue aujourd'hui par les traités d'algébre: le formel dépasse
évidemment en généralité les spécialisations que 1'on rencontre ou
qu'on en peut donner. Par ailleurs, la méthode de Cauchy se préte
a la généralisation algébrique et permet la construction de treés
nombreuses extensions. A 1'époque ot E.Cartan fit son rapport sur
les nombres complexes (publié en 1908 dans 1'Encyclopédie des Sciences
Mathématiques), 1'algébre é&tait encore insuffisamment développée
pour que soit bien comprise la portée du travail de Cauchy. E.Cartan
gcrit:le point de vue de A.L.Cauchy a été récemment généralisé par L.Kronecker. Com-
ment et jusqu'ad quel point cette méthode se montrera-t-elle féconde en dehors de 1'al-
gébre ? Aucune recherche n'a encore permis de répondre 3 cette question. Géométres
algébristes et analystes sauraient aujourd'hui répondre de maniére
positive.

Bien que Cauchy ait maintenant une vue synthétique sur
les nombres complexes, il reste insatisfait. Son mémoire algébrique
qui, par certains cOtés, généralise des méthodes et des résultats
de Gauss envers lequel il reconnait implicitement une dette, débute,
fait rare chez Cauchy, par une introduction philosophique. Par sa
méthode symboligue, il n'y avait plus nulle nécessité de se mettre ltesprit a
la torture pour chercher 3 découvrir ce que pouvait représenter le signe symbolique

/-1, auquel les géomdtres allemands substituent la lettre i(depuis Euler). Voire.
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Reprenant le point de vue d'Argand, pour qui les quantités dites imaginaires
sont donc toutes aussi réelles que les quantités positives et négatives, et n'en diffé-
rent que par leur position, qui est perpendiculaire 3 celle de ces dernidres, Cauchy
développe a son tour le point de vue géométrique par lequel une conno-
tation physique plus perceptible est donnée aux nombres complexes.
Cauchy propose méme de les appeler quantités géométriques dans le
mémoire qui porte ce titre, publié en Septembre 1849.

I1 est remarquable que les mathématiciens, s'en remettant
a la bonne étoile de d'Alembert, leur Saint-Christophe, aient pu
lancer la mécanique de leur esprit dans le brouillard des nombres
complexes, au travers duquel ils parvinrent & franchir les chaines
montagneuses des difficultés, avant de se retrouver dans les plaines
dégagées du monde réel, ou, comme par enchantement, les résultats
pouvaient étre cueillis comme des fruits mirs. I1 est probable que
plus d'un, incapable de donner une signification physique aux nombres
complexes, ou bien 1'esprit trop soumis & 1'empire de certains mots
comme imaginaire, ignorant d'Alembert et sa foi, plus interrogateurs,
n'ont pas osé, 3 tort, tenter 1'aventure et s'@lancer dans 1'inconnu.

Cauchy ne fut pas de ceux-la. I1 résolut des problémes
dans le domaine réel, en faisant le détour préalabie qui consiste
3 examiner ces mémes problémes dans le domaine complexe. Dans leur
rapport sur le mémoire de Cauchy de 1814, Des équations qui autorisent
le passage du réel a 1'imaginaire, Lacroix et Legendre ne font que
poser des questions auxquelles, méme aujourd'hui, il n'existe pas
de réponse ayant valeur de démonstration: Nous n'examinerons pas si les
nouvelles méthodes de M.Cauchy sont plus simples que celles qui étaient déja connues,
si leur application est plus facile, si 1'on peut trouver par leur moyen quelque résul-
tat que ne pourraient donner les méthodes connues: car, quand m€me on répondrait néga-

tivement 3 ces différentes questions, il n'en resterait pas moins & l'auteur le mérite

En fait Cauchy, comme Gauss, suit les procédés de d'Alem-
bert, d'Euler et de Laplace. Cauchy a d'ailleurs emprunté & ce dernier
le titre du mémoire précité:i'analyse qui vient de nous conduire 3 ce résultat
est fondée sur le passage du réel 3 l'imaginaire ...€crivait Laplace tTome 7 de
ses oeuvres). Riemann reprend également les méthodes de ses prédéces-
seurs. Mais i1 est le premier, semble-t-il, & donner une indication

sur les raisons pour lesquelles le passage par 1'é&tude dans le domaine .
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complexe permet d'obtenir plus facilement parfois des résultats dans
le domaine réel.

Dans sa Dissertation inaugurale (Principes fondamentaux
pour une théorie générale des fonctions d'une grandeur variable com-
p'lexe, 1851) Riemann constate que si 1'on applique ces lois de dépendance
(entre grandeurs variables) dansun champ plus étendu, en attribuant des valeurs com-
plexes aux grandeurs variables auxquelles se rapportent ces lois, il se présen te
alors une harmonie et une régularité qui sans cela restent cachées.

Ce point mérite quelques commentaires. I1 faudrait définir
de maniére plus précise 1'harmonie dont parle Riemann, en découvrir
1'origine, comprendre pourquoi, & s'en tenir dans le domaine réel,
elle reste cachée, en saisir 1'utilité pratique. Nous essayerons d'a-
vancer quelques réponses, sans doute encore bien confuses. On sait
que tout groupe fini est isomorphe & un sous-groupe d'un groupe de
permutations, lequel posséde des composantes cycliques. Lorsque 1'or-
dre du groupe tend vers 1'infini, ces composantes peuvent éclater.
Si 1'on impose au groupe d'étre un corps, et s'il devient clos pour
1'opération d'extension, cette cldture induit le maintien d'une struc-
ture cyclique interne, et le corps minimal de ce type se décompose
en un produit d'une structure linéaire par une structure cyclique.
Celle-ci dimpose la répétition d'un motif, et fait que le corps se
comporte fondamentalement comme le produit d'une structure hamil-
tonienne par une structure linéaire. L'harmonie résulte de la présence
des motifs qui se répétent périodiquement du fait de la présence
de la structure cyclique. Dans la mesure ol 1'cbservation se fait
dans une section transverse & la structure cyclique, la périodicité
du motif parait brisée - a moins que le long de la structure linéaire
cette périodicité soit éga]emenf présente. Le choix habile d'un con-
tour d'observation, tenant compte de la structure "hamiltonienne",
permet d'obtenir plus facilement des résultats relatifs a la part
de ce contour situé dans la section réelle d'observation.

Mais voici 1'explication que donne Riemann lui-méme du
succés de sa démarche: tes explications dont on s'est servi jusqu'ici pour le

a

traitement de ces fonctions partent toujours du principe qui consiste 3 prendre pour

définition une expression de la fonction, sa valeur étant ainsi donnée pour chaque

valeur de son argument. Nos recherches ont démontré que, par suite du caractére général

d'une grandeur complexe variable, une partie des éléments de détermination sont, dans
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une définition de cette nature, une conséquence de la partie restante, et, & vrai
dire, alors l'ensemble de ces éléments est ramené ici & ceux qui sont nécessaires
4 la détermination.

Ceci simplifie considérablement le traitement de la question. Ainsi,
pour démontrer, par exemple, 1'égalité de deux expressions de la m@me fonction que
1'on devait autrefois transformer l'une dans l'autre, c'est-i-dire faire voir qu'elles
coincidaient toutes deux pour toute valeur de la grandeur variable; or, il suffit
maintenant de démontrer qu'elles cofncident dansun domaine bien plus restreint.

Riemann aurait-il eu é&galement la vision du prolongement
analytique, en germe d'ailleurs dans les travaux de Cauchy sur 1'inté-
gration des équations différentielles ? L'idée est en tout cas dans
1'air.

Lu caractére harmonique, résulte le fait que sur une
ligne de niveau, la valeur de la fonction f est indépendante de la
variable complexe z. Lorsque de telles situations se produisent,
la transformation définie par f est conforme - c'est le cas si f
est analytique, ce que Gauss avait indiqué dans son mémoire déja
cité de 1825. L'idée générale cachée derriére cette propriété est
gu'un systéme bien choisi de nombres complexes est particuliérement
adapté a la représentation d'un groupe donné de transformations.

Cette idée n'a pu commencer & se dégager qu'aprés 1'étude
par Cayley des transformations linéaires (le premier article date
de 1857, Cayley y généralise un travail de Boole sur les substitutions
linéaires dans les fractions rationnelles). Laguerre ensuite, en
1867, puis Poincaré en 1884 mirent en évidence les relations entre
les formes. bilinéaires puis les quaternions. En 1897, E.Cartan fit
paraitre deux notes aux Comptes Rendus sur les systémes de nombres
complexes. L'année suivante parut son mémoire sur Les groupes bili-
néaires et les systémes de nombres complexes. Procédant au départ
de maniére assez voisine de celle de Weierstrass (1884), i1 y démon-
trait les résultats annoncés dans les notes précédentes, et les appli-
quait, reliant, selon 1'idée de Poincaré, les propriétés de certains
systémes de nombres & ceux des groupes bilinéaires, c'est-a-dire des groupes
dont les équations finies sont linéaires et homogdnes par rapport aux variables et
par rapport aux paramitres. C&s groupes sont engendrés par certaines trans-
formations infinitésimales, et Cartan &tablit une condition nécessai-
re et suffisante pour que ces groupes soient engendrés par de telles.
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transformations. I1 montre ensuite qu'oen peut regarder toute traisformation fi-
nie proprement dite ou dégénérée d'un tel groupe comme un nombre complexe d'un certain
systéme pour lequel la multiplication satisfait aux lois de distributivité et d'asso-
ciativité et pour lequel l'opération inverse de la multiplication est en général possi-
ble. -

Avant de revenir sur ce point trés important, il faut
ajouter que, dans ce mémoire, E.Cartan introduit la notion d'é&lément
pseudo-nul (appelé de maniére indépendante nilpotent par Pierce en
1870 - 1'article de ce mathématicien parait en 1881. Le terme de
nilpotent s'imposera trés rapidement). Cartan &tablit qu'un systéme
réel S' (réel veut que sont des réels les poids X; qui affectent
les unités e; des nombres complexes x = Xj€p t ...t xnen) ni simple
ni semi-simple admet toujours un systéme homomorphe S simple ou semi-
simple, de sorte que le noyau de 1'homomorphisme est nilpotent: Tout sys-
téme réel qui ntest ni simple ni semi-simple est formé d'un sous-systéme simple ou
semi-simple et d'un sous-systdme invariant pseudo-nul. De plus la nature du sous-systé-
me simple ou semi-simple est parfaitement déterminée. La décomposition matri-
cielle correspondante est fort usitée. Plus généralement, ce résultat
sert & Cartan a établir des décompositions précises des groupes biliné&
aires simplement transitifs ou non. Notons que 1'&noncé de Cartan
sur la décomposition des systémes de nombres complexes provient du
résultat annoncé par Killing en 1881 sur la décomposition de la déri-
vée d'une algébre de Lie-en somme d'une algébre semi-simple et de
son radical.

En étudiant, du point de vue formel, les systémes de
nombres complexes, systémes sur lesquels pése encore la contrainte
de 1linéarité, E.Cartan conforte leur statut d'objet mathématique
d'oli toute drréalité constructive est absente. Mais surtout leur
role comme support de la représentation des transformations infinité-
simales qui apparaissent dans 1'étude des mouvements, leur confére
&galement une signification physique. Naturellement, 1'appréhension
de cette réalité n'est pas toujours immédiate et demande quelque
attention de la part de 1'observateur: la classification des groupes
de mouvement se présente alors comme un outil & caractére prédictif,
facilitant ou suscitant 1'observation de comportements auxquels on
ne pensait pas a priori. Si leur existence ou leurs propriétés nous
semblent inattendus, ils ne sont pas, pour autant, imaginaires.
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Ce n'est pas le point de vue statique qui permet de
comprendre ce qu'est un nombre complexe ordinaire,mais bien le point
de vue dynamique, toujours en prise directe sur le monde sensible.
Comme 1'avait fait Cartan, i1 faut extraire de la sémantique du nombre
sa signification transformationnelle. L'écriture z = x + iy ne la
fait pas apparaitre. La formulation eulérienne

z = m{cos a + 1 sin a)

ol m est, selon Argand, le module de z ( m2 = x2 + y2) et a son ar-
gument, est, de beaucoup, plus parlante aux sens: on peut concevoir
z = (m,a) comme une similitude caractérisée par une homothétie de

rapport m et une rotation d'angle a, et répondre alors & une question

naturelle:

A quel moment faut-il employer la représentation par nombres com-
plexes de préférence & celle par nombres réels ? I n’existe aucun énoncé
général sur ce point, qu'il soit ou non assorti de justification.

Cela tient 2 une insuffisance de notre part dans la perception du monde
physique. Le vecteur z = x + iy représente une force globale dont nous
pouvons parfois saisir une des composantes. Mais nous sommes incapables
de nous rendre compte de maniére instantanée qu'il existe une involution de
I'espace ambiant qui laisse invariante la composante dite réelic alors qu’elle
change la direction, le signe de I'autre composante.

Une telle transformation existe évidemment lorsque I'on considére une
rotation.

Le vecteur de composantes (x = pcosf, y = psin 0) situé dans le fibré
normal au point A du plan P, est transporté par la rotation f d’angle n sur
le vecteur (x’ = x, ' = — y)situé dans le fibré normal du plan P au point
A = f(4).

L'emploi des nombres complexes sera sans doute justifié dans de nom-
breuses études d’hydrodynamique ou se produisent fréquemment des rota-
tions, des tourbillons, ainsi que pour la mise sur pied de modéles dynamiques
de formation de structures possédant des symétries de rotation méme locales.

Une autre interprétation physique du couple (m,a), quoi-
que fort naive, est encore possible. Dans le monde statique de la
perception mentale premiére, les nombres sont associés a des situa-
tions ou a des états figés: les 3 maisons que nous apercevons de
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cette fenétre sont 13, une fois pour toutes; le barreau d'acier dont
nous venons de mesurer la longueur semble inaltérable au cours du
temps, et sa longueur invariable. Dans un monde moins rigide, les
objets peuvent apparaitre par intermittence, leurs caractéristiques
peuvent évoluer au cours du temps.

Plagons-nous dans la situation encore simple ol une lon-
gueur reste constante, alors qu'elle est observée avec un régularité
temporelle périodique, et imaginons la situation suivante: un baton
de longueur m tourne autour de 1'une de ses extrémités 0, de maniére
uniforme dans un plan, & la fagon des aiguilles d'une montre. Un
observateur regarde le passage de 1'extrémité mobile du baton en
un point fixe P, de sorte que 1'angle que fait OP avec un axe de
référence est a. Si, a 1'instant 0, le baton fait un angle nul avec
1'axe de référence, & 1'instant t = 1, i1 sera en P: 1'angle a est
donc une mesure de la vitesse angulaire de 1la rotation du baton.
Nosu avons donné de la sorte aux composantes (m,a) du nombre complexe
z une signification factuelle, trés concréte.

3.7 Paradoxes apparents en mesure des grandeurs

La mesure des grandeurs: signification physique du probléme, sa portée

mathématique

H.Lebesgue (1875-1941) a consacré une bonne part de son
activité de mathématicien a 1'étude de Tla "mesure des grandeurs".
Ce sujet de travail touche aux fondements et & Ta signification des
mathématiques.

La mathématique est, avant tout, 1'expression & 1'aide
d'un langage symbolique approprié, des propriétésintrinséques du
monde physique. Celui-ci est peuplé d'objets, de formes caractérisées
par les quantités d'énergie qu'elles véhiculent et qui ont été néces-
sairespour fabriquer ces objets. La description du monde physique
implique donc 1la considération de ces notions énergétiques. Et une
bonne part des mathématiques traite de problémes fondamentalement
1iés a ces considérations.

Prenons comme exemple simple 1'un des problémes parmi
les plus anciens que 1'homme de science ait traité&: celui de 1'arpen-
tage, ol géométrie et arithmétique se trouvent impliquées. Pour un

i i -
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paysan, 1‘'image mentale d'un champ est d'abord associée a la quantité
de grain que pourra produire ce champ, et qui permettrade passer
ou non 1'hiver sans famine. Si 1'on suppose constante sur toute 1'é-
tendue du champ 1la quantité de blé qu'il produit par métre carré,
la quantité totale de grain qui sera engrangé, en d'autres termes
une certaine quantité de ressources énergétiques alimentaires, s'écri-
ra comme le produit de cette forme de densité par 1'aire du champ.

"Mesurer des grandeurs", longueurs, aires, volumes, con-
siste en fait, a@ un facteur de densité constant, @ évaluer des éner-
gies. Tout le calcul intégral n'est que la recherche de la valeur
globale, sur un domaine donné, d'une quantité d'énergie dont on con-
nait Ta valeur locale en chaque point du domaine.

L'évaluation des énergies Tlocales est essentielle pour
la compréhension des évolutions dans le monde physique. La trés grande
majorité de ses lois, notamment celles exprimées a 1'aide d'équations
différentielles ou aux dérivées partielles, sont établies a partir
de bilans énergétiques.

C'est @ ce donné énergétique que sont 1iés, de maniére
apparente, 1'aspect quantitatif des mathématiques, et sans doute
également son cOté qualitatif: la nature du substrat, sa composition,
dépendent de la répartititon fine de ses énergies; la forme, définie
localement par la valeur d'une courbure, est fonction du tenseur
des contraintes qui s'exercent localement sur le susbstrat.

Ainsi, la majeure partie des mathématiques est fille
du calcul des énergies quant a la formulation des problémes, de la
géométrie et de la logique quant aux outils d'étude - au terme logique
il conviendrait d'ailleurs de substituer 1'expression plus explicite
de raisonnement causal.

Examinons le cas de 1'arithmétique. Les alphabets numéri-
ques ont été créés pour dénombrer les ressources, existantes ou poten-
tielles: somme et multiplication sont, avec la division, les premiéres
opérations du calcul intégral: elles sont suffisamment riches pour
poser aux maﬁgématiciens des problémes en grand nombre, parfois non
résolus comme trés célébre conjecture géométrico-algébrique de Fermat.

La division est une opération de partage d'une quantité
d'énergie donnée entre plusieurs acteurs é&conomiques. On dispose
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d'un réservoir: lorsqu'une seule personne puise dans ce réservoir
1'opération en vigueur est la soustraction; quand plusieurs acteurs
se ravitaillent simultanément et équitablement Jjusqu'a épuisement
du stock, 1'opération en jeu est la division. La congruence désigne
1'opération logique par Tlaquelle on procéde & la division: a et b
ont les mémes droits, sont &gaux ou équivalents devant la Jjustice
s'ils possédent les mémes ressources. La division &value le nombre
de classes d'équivalence pour la relation d'équivalence proposée.

Si, maintenant, on voulait examiner le cas de la géométrie
on devrait distinguer la forme d'une part, les rapports métriques
de 1'autre. Les formes que les mathématiciens ont retenues en géomé-
trie euclidienne, se caractérisent par la trés grande fréquence de
leur apparition dans le quotidien physique; ces formes sont & 1'image
des objets du monde naturel, modelés par les innombrables contraintes
énergétiques. Quant aux rapports métriques, ils sont exprimés, en
premiére approximation, par 1'énoncé du théoréme de Pythagore, dont
une démonstration parmi les plus anciennes, chinoise - elle apparait
dans le Livre du Roi Chou-Pei-Suan -repose entiérement sur des consi-
dérations d'aire, i.e. d'énergie. La géométrie d'Euclide est batie
principalement sur ce théoréme et sur celui de Thalés, que 1'on peut
également démontrer par des considérations d'ajre: c'est en fait
un théoréme d'optique, expression par conséquent de phénoménes énergé-
tiques.

L'analyse élémentaire doit énormément au calcul des séries
proposées pour les besoins du calcul intégral: le procédé remonte
3 Archiméde. Les nécessités du calcul d'intégrales elliptiques et
abéliennes, intégrales que 1'on rencontre parfois dans la résolution
de problémes de mouvement, ont grandement favorisé le développement
de la géométrie algébrique et de la topologie, tant différentielle
qu'algébrique. C'est toute 1'histoire des mathématiques que 1'on
pourrait écrire a travers la genése et le développement des calculs
différentiel et intégral.

Domaines bornés de mesure infinie
Voici un paradoxe qui, probablement, a di jouer un grand

role dans la carriére de Lebesgue: quand j'étais écolier, maitres et él3ves

étaient satisfaits du raisonnement par passage i la limite. Pourtant ce raisonnement
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cessa de me satisfaire quand les camarades m'apprirent, vers la quinziéme année, que
dans un triangle un c8té est égal 3 la somme des deux autres, et que m = 2.

Ce dernier paradoxe était pourtant connu des chinois,
au moins par les astrologues vivant sous la dynastie des Song (960-
1279), ot pour la premiére fois, on voit apparaitre le diagramme
du T'ai ki:

~

C

En supposant son rayon égal & 1, le grand cercle a pour
demi-périmétre nw. Les deux petits cercles ont pour rayon 1/2. La
somme de leurs demi-périmétres est donc encore = En continuant
ainsi @ 1'infini, on obtient une courbe T0 qui reste de longueur
m et qui tend vers le diamétre D du grand cercle, de longueur 2:

n =" 2,

On peut maintenant travailler sur T0 comme on vient de
le faire sur D. On construit ainsi une courbe T] qui tend vers TO;
donc vers D, et de longueur supérieure & celle deTo. En répétant
a 1'infini cette procédure, on voit que pour tout entier n donné,
il existe une infinité de courbes T de longueur supérieure & n, et
qui tendent vers D.

On peut aussi considérer le triangle ABC, construire
une infinité de demi-triangles successifs et décroissants de sorte
que la somme des Tlongueurs des cotés horizontaux est égale & BC,
celle des longueurs des autres cotés est égale a BA + AC: on construit
ainsi une courbe polygonale dont la longueur est BA + AC et qui tend
vers BC. Le choix de A &tant arbitraire, cette courbe peut étre choi-
sie de longueur supérieure a tout nombre réel fixé a& 1'avance.

Laissons parler Lebesgue pour décrire ce qu'il advient
en dimension 2:
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Pour les surfaces, on arriva a4 un résultat plus troublant.
Schwarz avait eu 'occasion de réfléchir a la notion d’aire d’une
surface pour ses recherches sur le corps de volume maximum
parmi tous ceux d’aire donnée; dans une lettre & Genocchi, il
montra que les aires des surfaces polyédrales inscrites dans une
surface donnée n’ont aucune limite. Et cela quelle que simple
que soit la surface, méme quand il s’agit d’un cylindre de révo-
lution. L’exemple de Schwarz se présente si naturellement, quand
on réfléchit a la question, que Peano I'obtenait de son cété & peu
prés simultanément et qu’il a été retrouvé et publié depuis par
d’autres Géométres: Divisons la surface latérale d'un cylindre
de révolution en m parties égales par des plans de section droite;
dans chaque circonférence section inscrivons un polygone
régulier convexe de » cdtés, les demi-plans passant par 'axe
et les sommets d’un de ces polygones tournant de % quand on
passe d’une section droite & la suivante. Puis, considérons la
surface polyédrale inscrite formée des triangles-isocéles dont les
bases sont les cdtés de ces polygones et dont les sommets sont
sommets des polygones inscrits dans les sections droites voisines.
I1 est clair qu’on a 14 une surface aussi approchée qu’on le veut du
cylindre dés que n augmente indéfiniment; il est clair aussi que
la limite de I’aire de cette surface polyédrale dépend, elle, de la

limite de i . On peut donc faire en sorte que cette limite d’aire

n’existe pas, on peut aussi faire en sorte qu'elle existe et ait une
valeur ou une autre.

Ces faux paradoxes conduisirent plusieurs auteurs, Jordan
en particulier, & réfléchir & nouveau sur Tles notions d'intégrale,
telles que Cauchy et Riemann les avaient envisagées. D'un autre cOté,
Jordan avait été amené a examiner plus attentivement un‘travai1 de
Dirichlet sur les séries de Fourier ol apparait s F(x)§lﬂi—p-}E dx .

C'est & ce propos qu'il introduisit en 1881 1a notion d'oscillation
d'une fonction {écart entre son maximum et son minimum s'ils existent
sur un intervalle borné). L'intégrale précédente a un sens si cette
oscillation est limitée Notons que, dans son article, Jordan est
tout heureux desa découverte, et s'étonne qu'un géométre aussi fin
que Dirichlet n'ait pas vu toutes les subtilités attachées a 1'inté-
grale précédente.

La note ajoutée au second volume du Cours d'Analyse de
Jordan (1883) mérite une particuliére attention. Elle contient en

(1) S = 4mnr sin(%) fhrzsin“(gg) + (3;)2
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germe les développements postérieurs de 1'analyse. Borel, Baire,
Lebesgue, Fréchet, 1ui sont redevables de beaucoup de notions et
d'idées.

Jordan y donne, pour la premiére fois, la définition
moderne d'une fonction: les définitions précédentes incluaient les
cas ol, a la variable x, peuvent correspondre plusieurs valeurs pour
la fonction u. Jordan précise que désormais, & X correspond une valeur
unique, finie et déterminée de u.

Sur un intervalle donné, nous avons rencontré des courbes
de longueur infinie, auxquelles correspondent des intégrales divergen-
tes au sens de Riemann. Ce fait améne Jordan a établir la distinction
entre fonction linitée et fonction non bornée. I1 montre le lien entre
convergence uniforme et fonction bornée (si f n'est pas une fonction
bornée, g(x,n) = f(x)/n ne saurait tendre vers sa limite qui est zéro

uniformément: en effet, pour x f(xo) a une valeur déterminée, pour

n suffisamment grand et do:né, le module de f(xo) est inférieur
a ne, mais f étant i1limitée, on peut trouver x tel que cette inéga11¥
té n'ait pas lieu).

Jordan démontre de nombreux théorémes devenus classiques
en analyse, et dont les é&noncés seront plus tard généralisés. Voici
un échantillon de ces résultats: toute fonction continue bornée sur
un intervalle y atteint ses extrémums; continuité uniforme d'une
fonction continue sur un interva.ie, introduction des discontinuités anté-
rieures et postérieures, g@néralisation du théoréme des fonctions implici-
tes, séparation du plan en deux régions par une courbe fermée, exis-
tence d'une infinité de fonctions discontinues dont 1'intégrale est
nulle, existence, a la maniére de Liouville (1851), de nombres trans-
cendants sur tout intervalle, exemple d'une fonction admettant un
ligne continue de points critiques, construction d'intégrales possé-
dant des discontinuités.

Jordan, & qui 1'on doit la découverte de Galois et de
trés importants travaux en théorie des groupes, a aussi été parmi
les premiers mathématiciens & reconnaitre 1'importance des travaux
de Cantor, et & faire usage de ses résultats. On lui f'ébauche en
1860de 1a théorie de 1'homotopie. Un dernier article retiendra 1'at-
tention, ses Remarques sur Tles intégrales définies (1892): Jordan
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introduit les notions d'étendue intérieure et d'étendue extérieure. Si elles

coincident, l'ensemble est mesurable. Jordan généralise ici ce qu'il advient
sur 1'intervalle ol i1 avait distingué les discontinuités antérieures
et postérieures. I1 obtient, comme 1'avait déja développé Poncelet,
1'aire d'un domaine par la considération non avouée des limites des
aires contenues dans deux polygones respectivement inscrit et circons-
crit au domaine et qui tendent uniformément vers son bord, de maniére
a éviter les situations pseudo-paradoxales. Dans cet article, Jordan
a remplacé le vocable "limité" qu'il avaitemployé dans son cours,
par celui de borné qui s'imposera. dJordan emploie ici des termes
empruntés au langage du terroir, appelant dés les premiéres lignes
de son article ckunp le domaine d'intégration. Nous retrouvons donc
en fin de ce paragraphe 1'exemple qui avait servi de point de départ
i nos considérations. Notons encore que Jordan est amené & introduire
dans cet article la notion de séparation entre deux champs, de champs
séparés d'oll viendra plus tard la notion d'espace séparé. Quant &
1'emploi du terme nesurable, on peut y voir une réminiscence des lectu-
res de Poncelet et de Cantor.

La réflexion sur cette somme de résultats et sur ceux
de Cantor, conduiront & la mise sur pied des théories modernes de
1'intégration, des fonctions & une variable réelle, et, en partie,
de 1a topologie générale.

Avant d'examiner, au cours du chapitre suivant, quelques-
uns des travaux qui é&tendent 1'oeuvre de Jordan, i1 est nécessaire
de dire un mot sur une autre direction de développement des mathémati-
ques; cette voie est celle qui prolonge véritablement le calcul inté-
gral primitif, et, si elle nesemble pas avoir donné lieu a des contro-
verses, son importance pour la physique et pour la mathématique est
de premier ordre.

On veut parler ici de la notion de forme différentielle,
valeur mathématique d'une énergie locale de dimension p plongée dans
un espace de dimension n, supérieure & p. L'Histoire des formes diffé-
rentielles de Clairaut jusqu'd Poincaré a été retracée par V.Katz.
E.Cartan et H.Whitney ont précisé le statut mathématique de ces formes.
Ils en ont aussi &tudié 1'intégration selon les modalités de leurs
différentes définitions ou origines. De Rham a précisé les propriétés
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du complexe associé. Sullivan a utilisé ces espaces de formes diffé-
tielles pour la représentation et le traitement algébrique de quel-
ques propriétés topologiques des variétés. Les travaux les plus ré-
cents de géométrie différentielle et de mécanique (Tulzcyjew, White)
font appel @ la notion de forme sectorielle qui généralise pour les
jets d'ordre quelconque, la notion de forme différentielle qui ne
concerne que les jets du premier ordre.



CHAPITRE 1V

L'HUMILITE DU GENERAL

4.1 La philosophie du général

Elle pourrait étre celle de Bourbaki. Toutefois, en matié-
re de philosophie, Bourbaki est muet, il fait le mort. Il est mort:
qui n'a pas lu son faire part de décés, rédigé ante-mortem, par A.Weil
dit-on, et affiché & 1'entrée de 1'Institut Poincaré déé Mai 19687

Bourbaki emporte 1'affection. Aussi qu'il pardonne les
mots qui vont suivre, ils lui paraitront bien durs. Bourbaki se‘veut
artisan, au point certes de créer une oeuvre d'art. Mais Bourbaki
a résolu de taire ses pensées. Son oeuvre est exemplaire, mais, comme
un objet précieux, s'il n'est pas sans ame, il n'en est pas moins
stérile. On entre dans Bourbaki comme dans un musée. Les plus belles
piéces y sont exposées, et le passage d'une salle & 1'autre n'est
pas le fruit du hasard: i1 ob&it & une forme de nécessité chronologi-
que. On admirera 1'éclairage des salles, le choix des objets, la
sobriété et 1'@légance du tout.

Mais, diantre, quels sont 1'usage et la finalité de cette
construction, les raisons de sa genése, de son développement, les
différentes significations des é&noncés que 1'on rencontre ? Dans
Ce musée des théorémes régne un silence froid.

Bourbaki fuit. Un rire condescendant masquera parfois
le bruit de ses pas en retrait. En d'autres occasions, il s'abritera
derriére des arguments spécieux: j'ai choisi, dira-t-il, de tenir
un discours cohérent, explicatif et irréfutable. En dehors de ce
discours, i1 n'y a point de salut. Comment accepter que soient avan-
cées des théses imprécises, discutables, voire confuses et mal fon-
dées ? Tel n'est pas mon choix. Nul ne pourra me contredire: j'aurai




1'esprit en paix et serai respecté. Mon oeuvre résistera aux épreuves
des temps. Laissons les impudents et les imprudents, ces boucs émis-
saires, patauger dans les marais de la philosophie.

Bourbaki est toutefois trop polycéphale, trop bon connais-
seur de 1'histoire des mathématiques pour ignorer complétement Tle
role, dans la genése de sa science, de la réflexion préalable et
informelle, du débat d'idées auquel lui-méme a d'ailleurs participé
intensément. De ce rdle, Bourbaki a choisi de ne point parler. Exerci-
ce périlleux, trop difficile & moins d'étre éxagérement trivial ?
Attitude mentale particuliére a Bourbaki ? Prudenc?lqevant 1'histoire,
compte tenu du fait que ses protagonistes, Delsarte mis a part, sont
toujours en vie ? Legs & la postérité que les archives conservent
pieusement ? Choix bourbachique en tout cas.

On peut regretter ce choix. Bourbaki est, dit-on, bon
mathématicien, et, si 1'on en croit Lebesgue, nul ne sauraitmieux
parler des mathématiques que les mathématiciens eux-mémes. Lebesgue
n‘a pas tort. La philosophie d'une science entretient 1'ame de la
philosophie plutét qu'elle ne contribue, en général, au progrés de
cette science. I1 manque en effet au philosophe professionnel la con-
naissance, acquise par 1'expérience, dela genése du résultat scienti-
fique. Cette connaissance seule peut ouvrir la porte & une réflexion
de portée générale qui présente un intérét méthodologique pour la
science en question.

Le role de cette réflexion est d'éclairer 1'esprit sur
les principes directeurs del'activité scientifique. 11 est pédagogique
et stimulant. Au contraire, lorsqu'on ouvre la nouvelle bible mathéma-
tique, on se demande ol va-t-on, comment et pourquoi. Bourbaki, i1
est vrai, n'entend pas faire de la pédagogie; i1 le dit explicitement
en présentant au lecteur le mode d'emploi de son traité, consacré 3 l'ex-
posé dogmatique d'une théorie. Sacré Bourbaki qui, sur le plan personnel,
non pas en puissance mais en actes, défend la liberté de penser.

On ne saurait dire qu'il n'y a de science que du général,
pour cette premiére raison que 1'on rencontre toute une hiérarchie
de généraux. Le général sans galon est un particulier. On ne nomme
un général que pour superviser des particuliers. Ils constituent

(1) Depuis le moment ol ce texte a §té écrit, d'autres fondateurs ont disparu comme

Claude Chevalley.

ot i éri 8 i
b tes premiers matériaux de 1'&tude, on en examine d'abord les proprié-

té;: la science est beaucoup celle du particulier.

Les particuliers sont tous distincts. Ils partagent néam-
moins des propriétés communes. Pour les faire ressortir, la comparai-
son entre particuliers est nécessaire. On étudie alors les objets
soumis aux seules contraintes imposées par ces propriétés a la fois
communes et principales. L'enfant réfugié dans les jupes de sa maman
empéche celle-ci de marcher d'un bon pas: les propriétés secondaires
sont pareillement des freins & 1'&tude des propriétés principales.
Mais nous en voici 1ibéré. Alors 1'étude en soi des objets généraux
permet de mettre plus facilement en évidence des propriétés qui,
naturellement, affectent les particuliers, mais que la premiére obser-
vation n'avait pu révéler. Cette &tude permet également de répartir
en classes les particuliers. Ainsi le monde des objets s'organise,
en méme temps que la connaissance en devient plus intime.

La prise de conscience de 1'intérét de semblables généra-
lisations s'est faite au début du siécle. Auparavant, la généralisa-
tion était en général réalisée de maniére naturelle et inconsciente,
souvent sous 1'empire des nécessités.

En premier lieu, nécessités du calcul, par lesquelles
sont créés des ensembles de nombres dont le caractére de généralité
va croissant - la structuration relative de ces ensembles ne pourra
étre tentée qu'une fois é&tablie la construction des réels par Dede-
kind et Cantor en particulier.

Nécessités arithmético-algébriques encore, afin de résou-
dre les équations algébriques: découverte des racines n-iémes de
T'unité, emploi de substitutions d'ordre de plus en plus &levé, réso-
;?t1on de? systémes Tinéaires d'ordre n pour minimiser les erreurs

observation astronomiques (Laplace, Gauss), voire d'ordre infini
Pour déterminer les coefficients des développements en série (Fourier).

Nécessités géométriques: pour résoudre les &quations
aux dériv%:: partietges, Monge introduit des coordonnées supplémentai-
res (p = 3% 4 ° %}” r = %;). Avec la dynamique d'Hamilton apparais-
sent de maniére naturelle des systémes de coordonnées d'ordre non
défini. Riemann fait la synthése et construit le concept de variété 3 n

dimensions.
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A plusieurs reprises, Riemann revient sur le caractére
général des théories que 1'on considére. Au fur et a mesure que le
temps passait, les mathématiciens abandonnaient 1'étude des exemples
particuliers d'origine dynamique et physique pour la plupart d'entre
eux, et abordaient 1'étude des théories générales, avec d'autant
plus de bonne conscience que nombre de problémes physiques, ceux
de 1la mécanique notamment pouvaient se formuler en termes généraux.

Toutefois, au cours de la premiére phase de ce développe-
ment, les auteurs se maintiennent dans le cadre inductif qui nous

est aujourd'hui familier: Dans cette philosophie, écrit Newton, on tire les

propositions des phénoménes, & on les rend ensuite générals par induction.

La généralité qui est maintenant visée est tout autre.
Elle conduit a la formulation de nouvelles théories. Et naturellement,
on s'interroge sur 1'intérét de ces nouveautés, avec un esprit criti-
que d'autant plus vif que le temps ne leur a pas encore permis de
faire leurs preuves, que les groupes de pression cggﬁ&i&yés par les
tenants des théories nouvelles sont encore trop peu pour défendre
Jeur cause face aux pouvoirs établis et somnolents. Cependant, 11
se trouvera toujours de grands mathématiciens pour deviner 1'intérét
de ces nouveautés, et en encourager le développement.

Un autre aspect des choses milite en faveur de la consti-
tution des théories générales. On le formule rarement, soit parce
qu'il reste au niveau inconscient, soit, peut-étre, parce qu'il appa-
rait comme é&vident. Selon Tle sentiment de chacun, parfois exprimé
3 travers 1'adhésion religieuse, le monde présente une certaine harmo-
nie, pour reprendre le terme Jeibnizien. Sous 1'impulsion de ce senti-
ment, 1'homme cherche & retrouver 1'harmonie au sein de T'univers
de ses représentations du monde extérieur. I1 éprouve le besoin de

les rendre cohérentes, d'en apercevoir puis d'en penser 1'organisation.

Le programme d'axiomatisation de Hilbert, partiellement
rempli par Bourbaki, répond & cette nécessité de logique interne.

Cette nécessité rend obligatoire la construction de théories générales.

Au momentol une telle théorie se constitue, comme toute
genése avec difficulté, i1 se trouve toujours quelqu'un pour poser
:"A quoi ¢a sert ?" Présentée sous cette forme, la ques-

la question
a un sens, est chargée d'agressivité, quand elle n'est

tion, qui

1M1

pas 1'expression d'un esprit de géométrie excessif, voir obtus.

‘ La réponse dela cohérence de la pensée et de la justesse
des 'ré1sonnements se suffit & elle-méme. Admettons qu'une théorie
se divise en deux parties A et B, et qu'un groupe de pression décréte
?ue seule la partie A est digne d'intérét. Refuser d'acorder un statut
a la partie B qui découle des mémes prémisses que la partie A serait
selon ce groupe de pression, un non-sens. Pourtant les raisonnnements
?ar 1§:quels on atteint B possédent autant de solidité Gue ceux par
esquels on parvient a A, i iori justifi i
e o et rien, a priori, ne justifie la pertinence
‘ Si, naturellement, on surimpose des conditions d'origine
également physique, formulées, comme 11 est fréquent, de maniére
confuse, alors Tle statut ontologique d'une théorie peut 1'emporter
sur 1'autre. Mais si 1'on veut bien rester sur le plan de la rigueur
c?nceptuelle, tant que les contraintes nouvelles n'ont pas été expri-
mées de maniére a pouvoir étre traitées en toute clarté par le raison-
:Z:e:z,t;:o:?:o;Te B mérite, par sa consistance, la méme considération

. Les théories mathématiques sont des modéles de la réalité
?hys1que: ils ont évidemment un caractére idéel et idéal, et peuvent
a_partir d'un certain stade d'avancement et de raffinement dans 1;
d?foulement du modéle, décoller de cette réalité. On peut toujours
S 1nEerroger sur la pertinence physique des fonctions sans dérivée:
1?-defaut en exemples concrets depuis la découverte depuis plus d'ué
siécle de pareilles fonctions contribue & asseoir le septicisme natu-
rel. L'auteur refuse la discontinuité vraie, considérant qu'il n'y
Zeq::S:::lidifc?nti?uifés apparentes, la transition entre les plages
ohaone 1 :;u:te % ?perant de vaniére si ténue et si rapide qu'elle
- ute sajs1e par‘1es.1nstruments d'observation et de mesure.
‘ éns le modéle mathématique ol se présentent des contraintes
imparfaites, i1 sera cohérent de représenter les situations précéden-
tes par des fonctions discontinues. S
e 1s théorf;ezzepT?gtJ: me1]1?ure compréhension de chaque partie

. ) e compléte de celle-ci a travers toutes ses
partTes est nécessaire. Car les propriétés spécifiques de chaque
partie soulignent davantage, en contrepoint, les propriétés généra?es
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du tout, et la nécessité d'assurer la cohérence de 1'ensemble incite
3 la reformulation de propriétés ou de procédés constructifs, de
maniére a les rendre compatibles avec les comportements particuliers.
Les travaux des analystes frangais du début de ce siécle serviront

d'illustration & ces propos.
4.2 La théorie des ensembles, outil de généralisation

La terminologie "théorie des ensembles" n'est pas due
3 Cantor. Elle plonge sans doute ses racines dans la philosophie
et dans la logique: on la rencontre par exemple dans 1'ouvrage déja
cité de Bolzano Wissenchaftslehre. Parmi les concepts analysés par
Bolzano et qui concernent cette étude, figurent ceux de classe, d'en-
semble, de somme et de séquence. Bolzano puise en partie ses réfle-
xions dans les travaux des philosophes, Locke et Condillac par exem-
ple, des linguistes et des logiciens. Il cite Jacob qui dans ses Grundiss
des allgemein Logik 2-i&me édition Halle 1791, §62, dit:"Elle (la logique) abstrait
3 partir de toutes les différences entre objets, et considére simplement les manidres
selon lesquelles l'entendement pense et doit les penser. Elle est par conséquent une
science purement formelle". Lorsqu'il examine le concept de classe, Bolzano
Jui trouve des synonymes: collection, combinaison, rassemblement,
tout. I1 considére des &léments, des parties, 1'ordre de connexion.
Quant aux séquences, il ne les envisage que finies; le temps et la
droite sont des classes de points. I1 étudie la loi de formation
d'une séquence: on peut adjoindreun &lément (glieder), et deux élé-
ments peuvent &tre en relation de voisinage ou de succession immédia-
te. Les éléments initiaux et finaux sont les éléments qui bornent
la séquence. On voit ici poindre les premiers concepts de Ta topologie
générale. Notons que 1'on trouve également dans cet ouvrage de Bolzano
1a notion de dérivabilité d'un ensemble telle que la précisera Cantor.
Enfin, Bolzano introduit la notion d'ensemble comme une classe ou
1'ordre deconnexion entre les éléments n'est pas spécifié. Rappelons
que les notations traditionnelles utilisées en théorie des ensembles
(appartenance, intersection, inclusion, union) sont duesa Peano(1858-

1932).
Revenons sur 1'origine philosophique et logique du concept
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d'ensemble. I1 n'a pas €té créé par les mathématiciens "purs", c'est-a
dire par des savants passionnés de leur seule discipline. Pour que
cette notion puisse germer dans 1'esprit, deux conditions en effet
devaient étre remplies: qu'existent en premier ljeu des ensembles,
des foules de taille suffisante: or si 1'on suit 1'histoire de la
numération, on découvre la lenteur avec laquelle les hommes ont été
amenés a concevoir les grands nombres; ils ont &té poussés dans cette
voie par le développement des relations &conomiques, la croissance
des populations, 1'augmentation des biens, et, last but not
least, par les progrés de 1'observation astronomi;lzo—n;nait
les difficultés d'élaboration du nombre chez 1'enfant. I1 commence
par distinguer un, puis deux, puis trois objets, puis beaucoup. L'hom-
me adulte éprouve quelque peine a saisir distinctement du premier
coup d'oeil et & se représenter mentalement un ensemble de plus de
quatre objets. Cet apergu sur 1'ontogenése de 1'ensemble infini nous
éclaire sur sa phylogenése.

Une seconde condition est qu'existent plusieurs ensembles
bien différenciés d'objets, dont certaines propriétés soient malgré
tout comparables. Au moment ol s'introduisent les premiers termes
du Tangage de la théorie des ensembles, la géométrie n'offre alors
& 1'étude des savants que des ensembles finis d'objets, et les entiers
constituent en pratique, et méme a travers 1'écriture décimale, 1la
principale sinon la seule collection infinie d'objets sur laquelle
travaillent les logiciens.

. I1 appartenait donc aux philosophes préoccupés de philoso-
phie naturelle et des questions relatives & 1'infini, aux linguistes
qui, par la sémantique du langage naturel, rencontrent de nombreux
ensembles de nature trés diverse, de concevoir les notions d'objets
et d'ensemble tels que les emploie Bolzano.

On considére que la théorie des ensembles débute avec
le travail de Cantor sur les séries trigonométriques. I1 y utilise,
S?ns toutefois indiquer une référence quelconque @ Bolzano, la notion
:eenss::b:;i:f:iﬁ;m:::l}o:;: ]]"Z:.:emble dé‘r'i.vé d'ordre k, 1'ensemble

emble dérivé d'ordre k+1. Cantor,
dans cet article, ne parle pas encore d'ensemble mais de systéme.
Le probleme &tait de savoir si toute fonction définie sur 1'intervalle
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(0, 2n) peut étre représentée par un ou des développements trigonomé-
triques. Dans le cas particulierod la fonction est nulle sur tout
1'intervalle sauf sur un ensemble d'espéce k, Cantor montre que les
coefficients du développement sont tous nuls. Cette utilisation
positive de la théorie des ensembles attirera sur elle 1'attention
des mathématiciens.

Son mémoire daté de 1877, Une contribution & la théorie
des ensembles, développe les résultats de ses réflexions stimulées
par les encouragements et les travaux de Dedekind sur les classes
particuliéres de nombres réels (entiers, rationnels, algébriques,
transcendants). Mais Cantor a trés tot des visées plus générales.
Dans son texte sur les séries trigonométriques, il €crit: A chaque gran-
deur numérique appartient aussi, réciproquement, un point déterminé de la droite,
dont la coordonnée est égale 3 cette grandeur numérique dans le sens exposé dans ce
§. J'appelle ce théordme un axidme, parce qu'il est dans sa nature de ne pouvoir &tre
démontré d'une fagon générale. Trés rapidement, i1 entreprendra 1'étude
du rapport entre le continu lingaire et le continu pluridimensionnel.

Cantor devine trés bien la portée de sa théorie. IT écrit
par exemple en 1882, dans son article Sur les ensembles infinis et
linéaires de points:

La théorie des ensembles ainsi congue, (en ne considérant que ce qui
est mathématique et en laissant dec coté provieoircment les autres sphéres
abstraites), comprend I'srithmétique, la théorie des fonctions et la géomé-
trie; ces parties de la science sont ainsi ramenées grice & la notion de
puissance & une unité commune. Le continu et le discontinu sont ainsi
considérés au méme point de vue et se trouvent ramenées 4 une com-
mune mesure.

De fait, tous les analystes francais du début de ce siécle, Baire,
Borel, Fréchet, Lebesgue, feront débuter leur cours par quelques
lecons sur la théorie des ensemblies, et 1'oceuvre de Cantor sera pour
eux une source importante d'inspiration. Dans sa vision unificatrice
des mathématiques, Cantor annonce Bourbaki.

4.3 Fini versus infini

Parmi les réactions contraires suscitées par la théorie
de Cantor, celle qui oppose le fini & 1'infini est la plus intéressan-
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te. Manifestement 1'étre humain éprouve une grande difficulté a conce-
voir 1'infini. I1 y a 1& quelque obstacle que notre entendement ne
parvient pas a franchir. Les mécanismes de pensée n'ont pas été congus
pour aller aussi loin; les métaphysiciens le savent bien qui font
de 1'infini un des attributs du démiurge. Les considérations sur
1'infini sont d'abord restées 1'apanage des milieux proches de 1la
métaphysique et de la théologie. On sait d'ailleurs combien la foi
religieuse, la connaissance des péres de 1'Eglise et de Saint Thomas
d'Aquin en particulier, ont &té&, pour Cantor, des soutiens importants
de son activité mathématique. Rappelons aussi que Bolzano commenca
sa carriére comme prétre.

Dans ses Fondements d'une théorie générale des ensembles,
Cantor distinguel'infiniment petit proprement dit d'un autre infini:on voit
alors que les fonctions dans le voisinage du point infiniment éloigné, se comportent
précisément de la m€me manidre que s'il s'agissait de tout autre point placé dans
le fini, en sorte qu'on est pleinement autorisé par 13 2 se représenter 1l'infini,
dans ce cas, comme transporté sur un point tout 3 fait déterminé.

Quand 1'infini se présente sous forme ainsi déterminée, je 1'appelle
infini proprement dit.

On peut donc raisonner sur des ensembles infinis, et,
par passage a la limite, atteindre 1'infini proprement dit, qui est
de 1'ordre des notions acceptables pour notre entendement.

Borel a systématiquement adopté ce point de vue, démon-
trant une propriété dans le cas fini, et 1'étendant au cas non fini
Par le procédé de passage inductif & la limite (notons en passant
que 1'analyse non-standard utilise une procédure analogue). On peut
voir dans la propriété de Heine-Borel-Lebesgue (quelle que soit une
famille de sous-ensembles couvrant un domaine E, on peut extraire
de.cette famille une sous-famille finie couvrant également E) a la
fois une extension et une réduction au cas fini de ce résultat de
Cantor paru dans son article Sur les ensembles finis et linéaires
de points: Tout ensemble d'intervalles distincts, ne se rencontrant tout au plus
qu'd leurs points extrimes et situés sur une ligne droite indéfinie, est nécessairement
Susceptible d'@tre dénombrée.

Borel s'est placé d'un point de vue réaliste et pragmati-
ql_le, en examinant les problémes sous 1'angle des possibilités de
résolution effective par des procédés algorithmiques. 11 définit
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par exemple les nombres et les fonctions ncalculables®, dont on peut

approcher la valeur d'aussi prés que 1'on veut par une procédure

de type fini. Rejoignant la distinction de Cantor entre infini pro-

prement dit et infini improprement dit, Borel remarque que La notion d'en-

semble non dénombrable est une notion purement négative, en ce sens qu'on ne peut

pas donner d'exemple effectif d'un ensemble qui ne soit pas dénombrable. Mais on doit

er entre les ensembles effectivement numérables, c'est-3-dire tels que l'on

distingu

puisse, au moyen deconventions précises, fixer sans ambiguité le rang de chaque élé-

ment, et les ensembles non effectivement numérables, bien que dénombrables, pour les-

quels une infinité de conventions seraient nécessaires pour fixer la correspondance

entre les &léments de l'ensemble et la suite des nombres entiers.
Fréchet (1878-1973) rapporte que Volterra insistait égale-

ment sur 1'intérst qu'il y a, pour généraliser, 3 passer & la limite du fini 3 1tinfi-

ni. I1 s'agit l1a de 1la généralisation inductive conceptuelliement
triviale. La démonstration peut étre trés ardue. La méthode de travail
gue donne Fréchet conduit a des généralisations qui peuvent étre

d'une bien plus grande portée: Cherchez dans le cas fini 3 distinguer ce qui,

dans les raisonnements connus, ne fait pas effectivement introduire 1l'hypothése du

fini...Et constituer ainsi une théorie plus générale, ou obtenir des théorémes généraux.
Nous serons assez bref sur la querelle des transfinis
et des paradoxes qu'on a établis autour d'eux. Notre tempérament

réaliste et constructiviste a son rdle dans ce choix. Le transfini
dépassant le cadre de notre imagination, nous sommes seulement parve-
nus 3 en définir une certaine notion, par 1'emploi, en définitive,
du procédé récurrent. Sa considération n'a donné lieu & aucun théoréme
nouveau se rapportant aux propriétés des objets courants: les mathéma-
ticiens, en effet, n'observent que des propriétés d'objets de type
fini. En quelque sorte, la démarche inductive allant du particulier
au général est la démarche la plus naturelle de 1'esprit. Cette donnée
neuro-psychologique pourrait expliquer les réticences et les difficul-
tés de bien des savants & accepter et & mettre en oeuvre un mécanisme
de pensée inverse qui infére des propriétés locales a partir de consi-
dérations globales.

Par ailleurs, la misére des considérations sur 1'infini

improprement dit et le transfini permet de souligner le caractére
a limite tel qu'il est opéré selon

physiquement simple du passage & 1
les
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rég]es standard. Car si 1'on accepte le passage,l'idée d'une corréla-
f1on, dans certains cas, entre quantité et qualité, on s'attendrait
& voir le mathématicien ramener, de son plongeon dans 1'infini, quel-
que.propriété vraiment nouvelle et é&tonnante. Le pécheur de’per1es
revient les mains vides.

Enf?n, la philosophie du fini peut justifier d'autres attitudes ou
choix mathématiques. Ainsi, on tente de ramener, avec succés, la
classification des applications différentiables i celle des poiyné;es
dont le degré est en général fini. Ou bien la théorie des matrone’
et la géométrie qui Tui est associée, est un genre d'analysis situ:
de type fini. La recherche d'invariants homologiques pourrait prg;;;?

ter de 1'intérét pour la to ie diffé
pologie différentielle comme éo-
rie des groupes. po e e

4.4 Options constructivistes et existentielles

; —Ce paragraphe prolonge le précédent: peu de place sera
onc accordée a cet aspect de la polémique des trarsfinis.

o Pour le réaliste en notre sens, le Pragnatiste selon Poinca-
reT il n'y a de démonstration que constructiviste. Au Cantorien selon
Poincaré, a 1'existentialiste au sens mathématique du terme (i1 n'est
pas dans les habitudes des mathématiciens de fréquenter le Café de
Flore), 1le réaliste reproche de pratiquer une sorte d'apriorisme
e? travaillant sur des objets mal définis et bien peu concrets L'e:
Xistentialisme transfini, pas davantage que le sartrien n'adra de
:?ractéﬁe trés opératoire: s'il est déja difficile de no;mer ce que
de:np:;;:éiZlfter, il est & plus forte raison ardu d'en apercevoir

L'existentialisme fini a davantage d'attrait et d'intérét
concerne des procédures de démonstration permettant de prou:
:er 1'ex?ste7ce de propriétés (par exemple existence d'un point pour
]2: éjzallifi;i:‘continue de la boule sur elle-méme). Mais dans tous

. , 2 a remplacer ces démonstrations par d'autres, construc-
t1ves: Les démonstrations existentielles ont souvent 1';vanta d
la simplicité: si la propriété n'existait pas, une autre pro ?::‘1'(&:(’e
de 1'objet dont on a dé&ja prouvé la vérité serait niée; c: r:ison?

I
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nement par 1'absurde montre la réalité de la propriété. Par un tel
raisonnement, on peut arriver & démontrer 1'existence d'une cascade
sans fin d'objets nouveaux sur lesquels on ne peut rien dire de tangi-
ble: on comprend que la tranquillité d'esprit des mathématiciens

en soit troublée.
Voici quelques éléments de la polémique ol seul Hadamard

se fera 1'avocat prudent de la position cantorienne (les citations
sont extraites des Lecons sur la théorie des fonctions d'Emile Borel:

Lebesgue: je dois avouer qu'on emploie souvent, et que
j'ai moi-méme souvent employé, le mot existence dans d’autres sens. Par
exemple, lorsqu’on interpréte un raisonncment bien connu de M. Cantor
en disant : il eziste une infinité non dénombrable de nombres, oo ne
donne cependant pas le moyen de nommer une telle infinité. On montre
seulement, vous I'avez dit avant moi, que, chaque fois qu'on aura une infi-
nité dénombrable de nombres, on pourra définir un nombre ne faisant pas
partie de cette infinité. (Le mot définir a tout le temps le sens de:
nommer une propriété caractéristique du défini.) Une existence fle cette
nature peut étre utilisée dans un raisonnement et de la maniére suivante :
ume propriété est vraie, si, la nier, conduit 2 admettre qu'on peut ranger
tous les nombres en suite dénombrable. Je crois qu'elle ne peut intervenir
que de cette maniére.

Baire:

Pour moi, le progres, dans cet ordre d’idées,
consisterait & délimiter le domaine de ce qui est définissable. Et, en fin de
compte, en dépit des apparences, tout doit se ramener au fini.

Borel:

Lorsqu'il s’agit au contraire de 'infini non dénombrable, je crois cons-
tater que tous les discours par lesquels on a essayé d'en éveiller en moi
Pidée n’ont jamais suggéré & mon imagination autre chose que l'infini énu~
mérable ; les raisonnements sur les symboles alephs conservent donc pour
moi un caractére purement abstrait, ne correspondant & aucune réalité.

Hadamard:

Lebesgue, Baire et toi, adoptez & cet égard la maniére de voir de Kro-
necker, que je croyais jusqu'ici lui étre particuliére. Vous répondez néga-
tivement A la question posée (ci-dessus, p. 15§) par M. Lebesgue : Peut-on
démontrer Pexisténce d’un étre mathématique sans le définir? J'y réponds
affirmativement. Je prends pour mienne, autrement dit, la réponse que
Lebesgue fait lui-méme & son objection relative & 'ensemble T )

Qu'il nous soit impossible, au moins actueilement, de nommer un élé-
ment de cet ensemble, j’en conviens, Cest 1a la question pour vous; ce ne
P’est pas pour moi. .

1l n'y & qu'un point sur lequel il me semble que Lebesgue ne son.t pas
logique avec lui-méme. C'est lorsqu’il se r it ou ne se T pas
le droit d'utiliser une existence, suivant la maniére doni elle a été démon-
trée. Pour moi, les existences dont il parle soat des faits comme les autres.
Sinon, elles n’ont pas lieu.
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Poincaré fera, dans les années 1909 et 1912, deux confé-
rences sur La logique de 1'infini (cf ses Derniéres pensées). Dans
Ta premiére conférence, il démolit sans ménagement Russell puis Zerme-
lo. La conclusion vaut la peine d'@tre citée dans sa majeure partie:

M. Russel a mieux compris la nature de la difficulté & vaincre,
il ne I'a cependant pas enti¢rement vaincue, parce que sa hiérar-
chie des types suppose la théorie des ordinaux déja faite.

Quant A moi, je proposerais de s'en tenir aux régles suivantes :

I° Ne jamais envisager que des objets susceptibles d’étre définis
en un nombre fini de mots;

2" Ne jamais perdre de vue que toute proposition sur I'infini
doit étre la traduction, I'énoncé abrégé de propositions sur le finj ;
3° Eviter les classifications et les définitions non prédicatives.

Toutes les recherches dont nous avons parlé ont un caractére
commun. On se propose d'enseigner les mathématiques A un éléve
qui ne sait pas encore la différence qu’il y a entre V'infini et le fini ;
on ne se hite pas de lui apprendre en quoi consiste cette différence :
on commence par lui montrer tout ce qu'on peut savoir de I'infini
sans se préoccuper de cette distinction ; puis dans une région écar-
tée du champ qu'on lui a fait parcourir, on lui découvre un petit
coin ol se cachent les nombres finis.

Cela me parait psychologiquement faux ; ce n'est pas ainsi que
Vesprit humain procéde naturellement, et quand méme on devrait
s'en tirer sans trop de mésaventures antinomiques, cela n’en serait
pas moins une méthode contraire 4 toute saine pshychologie.

M. Russel me dira sans doute qu'il ne s'agit pas de psychologie,
mais de logique et d'épistémologie; et moi, je serai conduit &
répondre qu'il n'y a pas de logique et d’épistémologie indépen-
dantes de la psychologie ; et cette profession de foi clora probable-
ment la discussion parce qu'elle mettra en évidence une irrémé-
diable divergence de vues.

Dans 1la seconde conférence, Poincaré entreprend cette
étude psychologique. De par leurs procédés et leurs résultats,les Pragna
tistes se placent du point de vue de l'extension, les Cantoriens du point de vue de
la compréhension. On aurait aussi bien pu &crire 1'inverse! Pour Poincaré
les Pragmatistes sont des idéalistes, les Cantoriens sont des réalistes. I1 s'expli-
que avec une virulence qui trouble les fondements de sa pensée, par-
tant de définitions ou de pétitions de principe discutables, s'em-
brouille, et s'apergoit qu'on peut tout & fait soutenir le point
de vue opposé. Cette lecture est plaisante par 1'argumentation chance-
lante et le ton polémique.

Plus sérieuse dans ce texte, est la classification des
différents types de définitions. Les conséquences logiques de tel
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ou tel choix sont importantes. Cette classification ne semble pas
trés connue des philosophes. Poincaré distingue:

la définition directe
qui peut se faire soit par genus proximum et differentiam speci-
ficam soit par construction. .

Notons en passant qu'il y a des définitions inf:ontpletes en ce
sens qu'elles définissent non pas un individu, mais un genre tout
entier ; elles sont 1égitimes et ce sont méme celles dc?nt on fait l‘e
plus fréguemment usage: mais, d'aprés les Pragmatistes, on 'd.ou
sous-entendre I'ensemble des individus qui satisfont a la définition
et qu'on pourrait achever de définir en un r?on.\bre fini Qe rflots:
pour les Cantoriens cetie restriction est artificielle et dénuée de
signification. ' .

Sl n'y avait que des définitions directes, I'impuissance de la
Ingique pure ne saurait &tre contestée ..

Mais nous avons encore une autre sorte de définitions, ’les'déﬁ&-
nitions par postulats; généralement nous §au1:on's que lob]ct1
définir appartient a un genre, mais quand il s'agira d’énoncer la
différence spécifique, on ne 1'énoncera pas directement, mais a
l'aide d'un « postulat » auquel I'objet déﬁm'devra sansfa.xr:. Clest
ainsi que les mathématiciens peuvent définir une quantit xl par
une équation explicite x = f (y), ou par une équation implicite

X, y) = O. ) )
' (La (Qﬁnition par postulat n’a de valeur que quand on a .demontre
I'existence de I'objet défini; dans le langage m'atl?émathue', cela-
veut dire que le postulat n'implique pas contradl'cnon; on n'a pas
le droit de négliger cette condition ; il faut ou b]e].'l admettre 1'ab-
sence de contradiction comme une vérité intui?we, comme un
axiome, par une sorte d'acte de foi; mais alors il faut se rendre
compte de ce quon fait et savoir qu'on a al}ongé la,llste des
axiomes indémontrables ; ou bien il faut construire une démonstra-
tion en régle, soit par I'exemple, soit par I'emploi du raisonnement
par récurrence. ... . )

Quoi qu'il en soit, la logique restera-telle stérile, aprés llr’ltro-
duction des définitions par postulats ? Nous ne pouvons plus,.e'tant
donnée une proposition, y remplacer un terme par sa définition ;
tout ce que nous pouvons faire, c’est d’éliminer ce terme entre
la proposition et le postulat qui lui sert de définition. Si cette
opération, faite d’aprés ce qu'on pourrait appc?ler lf:s régles de
I'élimination logique, ne nous conduit pas a une 1dent}té, c'est que
la proposition est indémontrable par la logique pure ; si elle Condlflt
3 une identité, c’est que la proposition n'est qu'une tautologie.

On sait depuis Godel combien est vaine cette exigence
dans la démonstration. Lesmathématiques se portent fort bien quand
méme .

Poincaré envisage maintenant une troisiéme sorte de défi-

tions:
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Mais il y a une troisitme sorte de définitions, ce qui est l'origine
d’'un nouveau malentendu entre les Pragmatistes et les Cantoriens.
Ce sont encore des définitions par postulat, mais le postulat est ici
une relation entre I'objet a définir et tous les individus d'un genre
dont I'objet a définir est supposé faire lui-méme partie (ou bien
dont sont supposés faire partie des étres qui ne peuvent étre eux-
mémes définis que par 'objet 2 définir). C’est ce qui arrive si nous
posons les deux postulats suivants :

X (objet A définir) a telle relation avec tous les individus du
genre G.
X fait partie du genre G.

ou bien les trois postulats suivants:

X a telle relation avec tous les individus du genre G.
Y a telle relation avec X.
Y fait partie de G.

Pour les Pragmatistes une pareille définition implique un cercle

vicieux. On ne peut définir X sans connaitre tous les individus du

genre G, et par conséquent sans connaitre X qui est un de ces indi-

vidus. Les Cantoriens n’admettent pas cela .

Derriére cette polémique, se cache celle de 1'acceptation
des infinis actuel et potentiel. Remarquons également que Poincaré
se place ici du point de vue de la démonstration et non de 1'inven-
tion: les mécanismes de 1'invention é&tant peu connus, on ne peut
en effet qu'en discourir fort mal. Le point de vue adopté est celui
de Cantor, lequel é&tait un véritable découvreur. L'impression prévaut
que Poincaré prend avec force un parti, afin que ne s'égarent les
bons esprits de son temps: on devait sans doute & 1'époque parler
de la théorie des ensembles comme d'autres aujourd'hui palabrent
sur le hasard, les probabilités, 1'information et 1'entropie. De
la réverie oui; des salmigondis non.

Le débat sur la logique empirique est mineur. On se con-

tentera de 1'évoquer par cette simple citation d'E.Borel:

En fait, on constate que lés mathimasi.
ciens ne s’intéressent i certains problémes classiques jusqu'ici sans somwon
que dans la mesure ou 'étude de ces problémes peut &tre rattachée & certames
théories générales, théories dont Iintérét subsiste, méme si le p’i'ﬁbiiﬂla qui
leur a servi de prétexte n’avance pas d’un pas vers sa sofution’ (}). Crest. s

peut-étre la raison profonde pour laqyglle hématiciens me s
pas pour ou contre la logique empirique et continuent a creuser patiemmient
Jeur sillon.

4.5 A propos de fonctions

Pour tout un groupe de mathématiciens frangais du début
de ce siécle, seules n'avaient d'intérét que les bonnes fonctions, i.e. a-
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nalytiques. Les spécialistes des fonctions un peu bizarres, comme
Baire ou Lebesgue avec leurs fonctions discontinues ou sans dérivée,
ou bien les amateurs d'espaces abstraits comme Fréchet, n'étaient
pas en odeur de sainteté. I1s approfondissaient 1'oeuvre de Jordan
et de Cantor. Cela ne plaisait pas & tout le monde: Celui qui aurait mené
volontiers la croisade d'extermination contre 1'hérésie grandissante était Darboux,
en expiation peut-8tre de péchés de jeunesse, pour avoir lui-méme sacrifié, avec 1l'im-
prudente ardeur du récent initié au culte naissant de la séduisante déesse, écrit Den-
joy a 1'ame toujours poétique.

Denjoy décrit encore en ces termes la situation des fonda-
teurs des théories mathématiques modernes dont se réclame Bourbaki:
Aux porteurs de paroles honnies, Cantor, Baire, prophdtes 1l'un et 1'autre exécrés,
l'existence de pobtes maudits fut le triste lot. Evoquant un phénoméne contem-

porain, Denjoy-considére ailleurs que

ceite opposition qui.ne groupe peut-éire pas le centidme
des mathématiciens est bénigne auprés de celle qui nous a
combattus jadis. Dans les premiéres années du siécle, le
nombre des adeptes des mouvelles théories, ensembles et
fonctions, se comptaient sur les doigts de la main. Ils
étaient traités en pestiférés par I'unanimité des analystes.
Darboux vouait une haine implacable & Baire qui, dans sa
Thése soutenue devant le doyen d’alors, croyait devoir
3f ¢t
démontrer que la solution de — = — était une fonction de
ix 3y
x 4 y. On ne voulait connaltre que les saines, les bonnes
fonctions développables en série de Taylor. En considérer
d’autres était se comporter en malfaiteur, en profanateur de
la morale et de la décence mathématiques.

Dans 1'introduction & sa notice bibliographique, Lebesgue

rappelle ainsi 1'attitude de Darboux & son égard:

PDarboux avait consacré son Mémoire de 1875 & l'intégration et aux fonctions-
sans dérivée; il ne ressentait donc pas la méme horrcur guw’Hermite. Pourtant, je
donte qu'il m"ait jamnais pardonné enti¢rement ma Note sur les surfaces applicables:
pendant longtemps, il ne s'inléressa guére 4 mes Mémoires sur l'inlégration qui, en
un cerlain sens, prolongeaicnt cependant le sien. On raconte qu'en 1875, Darhoux
fut quelque peu blimé de s'¢tre laissé aller & éludier de parcilles questions; soit &
cause de ces remontrances, soit plutdt & cause de la beauté et de I'importance des
problémes qu'il a ensuite ‘abord(-s, Darboux ne fit pas (autre incursion dans le
domaine des fonctions non analytiques

Lebesgue, qui, plus chanceux que Baire, a toujours trouvé la
plus grande bienveillance personnelle chez ceux-la mémes 3 qui (ses) travaux étaient
les moins sympathiques, rapporte en ces termes la période polémique

qu'il a connue:
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En 1899, j'avais remis & M. Picard une Note [42] (') sur les surfaces non réglées-
applicables sur Je plan; Hermite voulut un instant s’opposer 4 son insertion dans
les Comples Rendus de U'Académie; M. Picard dut défendre ma Note. On sait com-
bien, cependant, Hermite était bienveillant et prodigue d'¢loges, mais c'était i peu
prés U'époque of il écrivail & Stieltjés : « Je me détourne avec effeni et horreur de
cette plaie lamentable des fonctions qui n'ont pas de dérivées », et il aurait voulu
voir exclues du domaine des mathémaliques toutes les recherches ou ces horrifigues
fonctions intervenaient. Or, dans ma Note, je considérais des fonctions qui n’avaient
pas, nécessairement une dérivée. Pour beauconp de mathémalticiens, je devins
I'bomme des fonclions sans dérivée, encore que, & aucun moment, je ne me sois
attaché & I'étude ct & la considération de ces fonctions. Et, comme I'horreur que
manifestait Hermite était ressentie par presque tous, dés que j'essayais de prendre
part 2 une conversation mathématique il se trouvait un Analyste pour me dire :

« Cela ne pent vous intéresser. il s'agit de fonctions ayant unc dérivée », et um
Géométre pour répéler cn son laugage : « Nous nous occupons de surfaces ayant un-
plan tangent ».

On ne saurait clore cette évocation des difficultés ren-
contrées par les fondateurs de 1'analyse moderne sans faire parler

le dernier des savants de cette génération & quitter la scéne. Lisons
A.Denjoy:

Tous les mathématiciens qui se sont engagés dans les voies ncuves
de la théorie des fonctions de variables réelles, et qui ont éprouvé la
conviction de pénétrer dans un monde de vérités éclairant un champ
immense de faits, tous ont souffert des sentiments d’indiflérence, d’hos-
tilité, d’aversion auxquels leurs découvertes se henrtaient auprés des
savants fidéles aux études traditionnelles. Tous s’en sont amérement
plaints. Je n’échapperai pas & la régle commune, bien que, devant I'énor-
me développement de ’Analyse moderne, et la [éconde invasion des idéos
nouvelles dans les vieux domaines paraissant le micux réservés, les pré-
ventions d’il y a trente ou quarante ans soient aujourd’hui heaucoup
atténuées, il convient équitablement de le reconnaitre.

Ce que je reprocherais 4 ces dispositions dénuées de bienyeillance
4 I'égard des nouvelles disciplines, ¢’est Pesprit, insullismnment scienti-
fique & mon sens, dont clles procédent. Pour moi, les mathématiques de-
wandent la méme objectivité qu’une seignee expérimentale.

Venons-en maintenant aux questions touchant le fond de
la polémique. Bernoulli, d'Alembert, Euler, avaient fourni, sur la
base de considérations dynamiques, des modéles d'écoulement et de
propagation. Ces problémes sont relativement simples du point de
vue physique (homogénéité, uniformité et continuité des données,
régimes non turbulents). Par suite, 1'observation transformée en
intuition ne pouvait conduire qu'a la vision de solutions continues
et méme plus précisément analytiques. Euler ne concevait 1'existence
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de saut que pour la dérivée premiére. Pendant tout le 19-iéme siécle
encore, la discontinuité reste conceptuellement et surtout du point
de vue physique, une étrangeté, une bizarrerie sans portée. Si 1'on
devient conscient du role important joué par les singularités, avec
Weierstrass notamment, on n'a pas encore atteint ce stade de générali-
sation ol ces bizarreries sont traitées & la maniére de singularités,
a partir desquelles on peut reconstruire ou déployer de nouvelles
théories.

La polémique sur 1'intérét des fonctions autres qu'analy-
tiques apparait davantage comme un débat entre physiciens et mathéma-
ticiens, en concevant ici le mathématicien comme celui qui s'attache
a la rigueur et & 1la cohérence rationnelles. Mais cette polémique
sera aussi celle de 1'esprit endormi dans un certain conservatisme
face & un modernisme plus abstrait.

Rappelons briévement quelques étapes qui ont conditionné
ou marqué 1'émergence des fonctions non analytiques: Lacroix et Legen-
dre, nous 1'avons vu au second chapitre, mettent en évidence, a partir
de développements trigonométriques de Cauchy, des fonctions disconti-
nues. Dirichlet, en 1829, prolonge dans le fonds ce résultat, et
congoit une fonction f discontinue en tous ses points x (f(x) prend
une valeur constante ou une autre selon que x est rationnel ou non).
Riemann, en 1854, donne 1'exemple d'une fonction continue, non analy-
tique, sans dérivée chaque fois que la variable est égale a une frac-
tion irréductible de dénominateur pair. En 1861, Weierstrass donne
1'exemple d'une fonction continue non dérivable (} bNcos(a"x) oi a
est un entier impair, b un réel positif inférieur a 1, tels que 2ab
soit supérieur & 3 =+ 2). Suit le mémoire de Darboux daté de 1875
auquel Lebesgue faisait allusion.

Ces faits, issus de 1'analyse rigoureuse de situations
mathématiques classiques, étaient cependant trop isolés pour battre
sérieusement en bréche la position impériale des fonctions analyti-
ques. Picard, Poincaré, Painlevé, Borel, Darboux bien siir, ont apporté
a la théorie de ces fonctions des contributions trés importantes.
Cependant, Picard, a la fin du siécle, dans ses conférences faites
d Clark-University (Worcester, Mas.), en 1899, s'interroge dé&ja sur
1'intérét et la généralité d'emploi des fonctions analytiques. Des
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événements mathématiques sont en effet advenus.

On vient de découvrir, en géométrie différentielle, que
si toutes les surfaces & courbure constante positive sont analytiques,
il existe au contraire des surfaces & courbure. constante négative
qui ne sont pas analytiques.

Baire introduit la notion de semi-continuité. On peut
alors se demander les fonctions ayant cette propriété ne sont pas
suffisantes pour approcher les extrémums.

Généralisant en quelque sorte le théoréme de Weierstrass,
Baire montre &galement qu'une fonction dont 1'ensemble des points
de discontinuité est d'espéce n est limite de fonctions continues.
Généralisant encore ce résultat, i1 montre qu'il en est encore de
méme pour toute fonction "ponctuellement” discontinue sur tout ensem-
ble parfait (f n'est continue que sur un ensemble de la premiére
catégorie). On peut se faire une image de cet énoncé a 1'aide de
1'exemple du T'ai ki: on approche les demi-cercles infinitésimaux
par des é&léments continus en forme de triangles arrondis, que 1'on
approche eux-mémes par de vrais triangles, qui possédent &videmment
une discontinuité en leurs sommets.

Borel enfin découvre une solution non analytique d'une
équation aux dérivées partielles. Etant donné que ce sujet n'est
pas épuisé et reste d'une grande actualité, détaillons cet exemple.

Borel considérs 1'équa§1‘on:

s U a4—3-—g = f(x,y) (1)
o f est une fonction gﬁa]ytiqf}\g et périodique (période 2n) en x
et en y. On cherche une solution périodique v, que 1'on prend de
la forme:

vix,y) = zamibnicos(mfx)cos(nfy)

ol a et b sont inférieurs & 1, mi/"i étant une des réduites du déve-
loppement en fraction continue de 1'irr2t1‘2nne1 a de sorte que

Im; -nja|< e M Ny,
Alors v est une fonction non analytique, et si 1'on remplace u par
v dans le premier membre de 1'équation (1), on obtient une expression
analytique que 1'on peut identifier & f.

Se plagant du point de vue physique, Picard se dit, aprés
tout, qu'importe les fonctions (...) soient ou non analytiques, lorsqu'on é&tudie
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le probléme du refroidissement d'une barre métallique.

Ce n'est pas tout (ajoute Picard): il y a un dernier point sur lequel
je tiens 3 insister. Il peut arriver que la circonstance d'avoir affaire 3 des fonc-
tions analytiques conduise 3 une solution; mais il se peut que celle-ci ne se présente
pas sous la forme la plus favorable, forme 3 laquelle on arrive, au contraire, en
faisant abstraction de la nature analytique des données. La théorie des équations
différentielles fournirait des exemples & l'appui de cette assertion; bornons-nous
3 citer le théortme fondamental du Calcul intégral relatif 3 l'existence de 1l'intégrale
de 1'équation différentielle 3—i = f(x,y). Ce sont les démonstrations ne supposant
pas que la fonction f soit analytique , qui donnent le plus grand intervalle comme
région ob l'intégrale est certainement déterminée; l'analyste, qui suppose analytique
la fonction réelle f(x,y) et veut n'envisager que des séries entidres, est conduit
par son mode de démonstration 3 un domaine plus restreint.

Cette legon ne sera pas oubliée par Denjoy qui, dans
une note publiée aux Comptes Rendus le 7 Mars 1932, résoud positive-
ment le probléme posé par Poincaré de 1'instabilité des trajectoires
sur le tore, définies par 1'équation:

%—% = A(e,0)
ol A est périodique et holomorphe en chaque variable.

Pour mieux analyser la question, j'ai rejeté toute hypothése d'holomor-
phie sur A &crit Denjoy. Selon la philosophie du général, la libération
des contraintes pe rmet au mathématicien de voler plus haut, et tel
1'oiseau ou 1'astronaute, de mieux distinguer les propriétés locales
et globales des objets posés au sol.

D'une manidre générale, admirons les systimes trés bien ordonnés, pour-
suit Picard, mais méfions-nous de leur apparence scholastique, qui risque d'étouffer
le risque d'invention. Il ne s'agit pas, bien entendu, de nier la trés grande importan-
ce actuelle de la Théorie des fonctions analytiques, mais il ne faut pas oublier qu'el-
les ne forment qu'une classe trds particulidre de fonctions et 1'on doit souhaiter
qu'un jour vienne ol les mathématiciens élaboreront des théories de plus en plus com-
préhensives; c'est ce qui arrivera peut-8tre au sidcle prochain, si 1'idée de fonction,
..., continue son évolution.

Admirons ici 1'ampleur de vues de Picard, son ouverture
d'esprit. S'il n'a pas trempé lui-méme dans des études aussi généra-
les, il a en tout cas indiqué a ses jeunes collégues la direction
3 suivre: i1 mérite bien un baton de maréchal. On ne peut douter
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de 1'influence exercée par ces conférences sur les choix mathématiques
et les carriéres de nombreux mathématiciens du début de ce siécle.
Malheureusement, comme on ne trouve dans ce texte aucun théoréme
nouveau ni aucune démonstration originale, aucun des articles ou

ouvrages que nous avons pu lire en préparant cet opuscule ne fait
référence & celui de Picard.

Revenons avec Denjoy & la question des fonctions analyti-

ques. Dans son Introduction a la théorie des fonctions de variables
réelles, Denjoy constate que la classe des fonctions complexes, en
fait essentiellement analytiques complexes, a créé une mystique, souvent
passionnée jusqu'd l'intolérance.

Denjoy s'interroge: lesquelles sont les plus "naturelles", des
fonctions de variables réelles ou des fonctions de variables complexes ? I1 examine
d'une part le point de vue arithmétique, d'autre part le point de vue physique
(discontinuité, non-dérivabilité). Avant de le commenter, il est
nécessaire de citer 1'intégralité du texte de Denjoy sur 1'aspect
arithmétique: son Tangage, d'un beau classicisme sera plus facile

d'accés au néophyte que le langage algébriquedes auteurs modernes.

a) Le point de vue arithmétiqgue. — Les fonctions analytiques
sont les plus immeédiates, donc les plus naturelles de toutes quand
on adopte pour mode de génération des fonctions la répétition,
un nombre FINI quelconque de fois, des opérations suivantes re-
gardées comme élémentaires :

opérations rationnelles (addition, soustraction, multiplication,
division) ;

résolution d’une équation algébrique, intégration d’une équa-
tion différentielle ou aux dérivées partielles, les coefficients de ces
diverses équations étant des fonctions déji obtenues.

Une fonction de la collection ainsi constituée est analytique
par rapport aux variables indépendantes, sauf pour certaines
valeurs de la variable indépendante (ou systéme de valeurs des
variables indépendantes) appelées « points singuliers » de la fone-
tion.

L’illusion des mathématiciens vouant un culte exclusif a la
fonction analytique fut de ne pas soupgonner que, si les opérations
fondamentales énumeérées ci-dessus, appliquées un nombre fini de
fois & des fonctions analytiques, donnent toujours comme résul-
tat une fonction analytique, la répétition une suite INFINIE de
fois de ces mémes opérations peut conduire a une fonction dont
tout caractére d’analyticité a disparu.

Une fonction analytique est continue, indéfiniment dérivable,
développable en série de Taylor autour de tout point ou elle est
réguliére. Sa connaissance dans un intervalle si petit soit-il la dé-
termine dans tout son champ d’existence.

Ay anmtmainn mma anvta Aa Pamatlacn memalocdlo oL L4 a3




128 vers une fonction limite qui n’est continue dans la totalité d’aucun
intervalle, ni a fortiori dérivable, ni analytique.

Ce texte présente clairement les propriétés des fonctions
analytiques: elles forment un ensemble possédant des propriétés suffi-
samment "cohérentes” pour étre organisées selon les structures algé-
briques classiques (anneau, module). Par suite, tout 1'arsenal des
techniques algébriques pourra leur étre appliqué. Les mathématiciens
sont tout heureux de pouvoir utiliser 1'outil algébrique: par passages
au quotient qu'on peut réaliser par des applications successives,
i1s vont pouvoir établir des classifications. Or quel est le travail
du mathématicien sinon celui d'un zoologiste du régne abstrait: décou-
vrir des étres, leurs propriétés, classer le tout.

La construction de 1'outil algébrique vient non seulement
de 1'arithmétique, mais aussi de considérations de géométrie algébri-
que réelle ou complexe. En géométrie algébrique, on travaille sur
des objets {(courbes, surfaces, plus généralement variétés) dits algé-
briques car définis par des égalités ou inégalités polynomiales.
Du polynomial on passe a 1'analytique par un passage @ la limite,
dénombrable et régulier selon un processus convergent. De ce point
de vue, ce ne sont pas les fonctions analytiques, mais les fonctions
polynomiales qui sont les plus immédiates et "naturelles". L'histoire
des mathématiques et tout récemment encore, 1'exemple des théorémes
de réduction des fonctions & des formes canoniques polynomiales,
abondentdans ce sens.

L'outil algébrique va servir de dénominateur commun pour
passer du formel fini au formel dénombrable, du polynomial a 1'analy-
tique, puis au Ck-différentiable. Grace a la structure algébrique
sous-jacente, et grdce a 1'outil correspondant, on peut parfois voir
et &tablir dans le domaine complexe des propriétés dont on tente
ensuite de montrer 1'existence dans le domaine réel ou elles sont
plus cachées. On sait que le passage du complexe au réel n'est pas
toujours simple.

Notons que la théorie moderne des espaces complexes utili-
se une autre finitude que celle décrite par Denjoy: la propriété
intéressante des espaces complexes est d'étre associée 3 des structu-
res algébriques de type fini, donc manipulables aisément, puisque
telle est la caractéristique des quotients d'algébres analytiques
par leurs idéaux maximaux.

Lorsqu'il envisage une suite de fonctions analytiques
dont la limite n'est ni dérivable, ni analytique, Denjoy a €videmment
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d 1'esprit le théoréme de Baire que nous avons énoncé dans les pages
précédentes. Ce théoréme peut é&tre pris en deux sens opposés: dans
un premier, pour montrer que la considération de fonctions disconti-
nues n'est nullement une hérésie; c'est la position de Denjoy, puisqu’
il peut arriver que des phénoménes continus engendrent & la limite
des situations discontinues. On pense &galement ici au "phénoméne
d'Antoine": par un procédé topologique, Antoine crée un "collier"
de points formant un ensemble de Cantor; & partir du continu est
construit du discontinu. Les apparitions de certains chaos et turbu-
lences sont de cet ordre.

Mais le théoréme de Baire peut &tre également pris dans
un second sens pour affirmer, c'est notre point de vue, que la discon-
tinuité n'est qu'une apparence, une idéalisation, définissant toute
idéalisation comme un passage 3 la limite.

Nous voici arrivés aux considérations physiques. Le propos
de Denjoy sur la non-dérivabilité ne parvient pas & emporter 1'adhé-
sion, T1'argument est faible. Plus consistante est la plaidoirie en
faveur de la discontinuité. Denjoy prend des exemples trés simples:
la distance d'un observateur aux éléments d'un paysage est une fonc-
tion semi-continue inférieurement, avec un saut vers 1'infini au
voisinage d'un ciel pur. Un autre exemple de discontinuité physique
apparente se rencontre dans les phénoménes d'ondes de choc. Denjoy
observe que la fonction définie par la cdte des points situés sur
les portions des rayons lumineux joignant au sol le bord d'une table
éclairée par un soleil vertical, n'est pas douée de l'unicité analytique,puis-
que, selon les résultats classiques, une fonction analytique nulle dans une
portion de son domaine d'existence est partout nécessairement nulle.

La conclusion de Denjoy, nous la reprenons a notre compte
en soulignant 1'importance du terme représentation - ne pas confondre
la réalisation physique avec le modéle idéal qu'on en propose - est
naturellement en faveur de la prise en considération de fonctions
autres que les simples fonctions analytiques pour la représentation des phéno-

ménes abstraits.
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4.6 Lebesgue contre Borel

Les nécessités de 1'intégration de classes de fonctions
de plus en plus complétes, possédant de plus en plus d'irrégularité, ame-
nérent a& étendre la notion d'intégrale ou a proposer des moyens de
calcul nouveaux. Cauchy intégre les fonctions continues, Riemann
les fonctions bornées présentant des discontinuités: celles-ci peuvent
former des ensembles denses de mesure nulle - 1a notion d'ensemble
dense est introduite par P.du Bois-Reymond, sous le vocable d'ensemble
pantachique. Passons sur Tles intégrales de Darboux-Jordan, on a vu
celle de Jordan, et sur celle de Stieljes. Lebesgue montre comment
intégrer certaines fonctions non bornées dont 1'ensemble de disconti-
nuité peut étre de mesure non nulle. Le procédé de Lebesgue est inté-
ressant: i1 utilise une méthode de perturbation et une astuce d'archi-
tecte. La méthode de perturbation se réduit ici & une méthode d'appro-
ximation; 1'astuce d'architecte consiste & remplacer le pavage verti-
cal de ses prédécesseurs par un pavage horizontal. Denjoy montrera
comment intégrer des fonctions qui ne sont pas Lebesgue-intégrable.
Son procédé de totalisation fait la somme d'intégrales sur les parties
Lebesgue-intégrables, puis de ce qui reste par une procédure de récur-
rence transfinie, analogue a celle utilisée par Baire pour classer
les fonctions. L'histoire de 1'intégration, notamment dans le cadre
fonctionnel, est jalonnée par les noms de Riesz, Radon, de la Vallée
Poussion, Fréchet, Nikodym, Daniell, pour ne citer que les plus célée-
bres d'entre eux.

Les travaux de Cantor esquissérent un autre aspect de
la mesure des grandeurs. Dans son article De la puissance des ensem-
bles parfaits de points (1883), Cantor définit la notion d'ensemble
fermé, et une notion générale de "grandeur" qui deviendra bientdt
celle, moderne, de mesure. Nous avons déja rencontré la premiére
définition de la mesure, celle de Jordan. Suivront la mesure de Borel,
puis celles de Lebesgue, Radon, etc..., jusqu'a 1'extension récente
par A.Connes.

Jordan considérait des intervalles couvrant un ensemble
de points de la droite. Si 1'on s'en tient aux rationnels contenus
dans 1'intervalle (0,1), on peut également les contenir dans une
somme d'intervalles obtenus de maniére récurrente, en divisant chaque
nouvel intervalle en deux intervalles &gaux. Partant de 1'intervalle
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(0,1), on obtient que la mesure de Jordan de 1'ensemble des rationnels
sur cet intervalle est égale & 1. Borel fait dépendre le choix de
1'intervalle qui contient un sous-ensemble donné, fut-il un point,
de ce sous-ensemble. L'ensemble des rationnels étant dénombrable,
on indice les rationnels par les entiers, et on plonge chaque ration-
nel ™ dans un petit intervalle de longueur epsilon sur n deux; 1'en-
semble des rationnels est maintenant couvert par un ensemble d'inter-
valles dont la longueur totale est aussi petite que 1'on veut: Borel
découvre les ensembles de mesure nulle - en fait en 1894, a partir
d'un travail dans le plan complexe.

Borel définit axiomatiquement les conditions pour qu'un
ensemble soit mesurable (un ensemble linéaire est mesurable au sens
de Borel s'il peut étre obtenu par intersection ou réunion d'un ensem-
ble dénombrable d'intervalles ouverts). Borel est finitiste, il a
quelque prévention contre les transfinis. Lebesgue, plus confianf,
généralise les définitions de Borel, en les combinant avec celle
de Jordan. Ainsi Lebesque intégre dans sa définition celle des ensem-
bles de mesure nulle; un ensemble L-mesurable est la réunion d'un
ensemble B-mesurable et d'un ensemble de mesure nulle, dont la puis-
sance est supérieure a celle des ensembles B-mesurables. Borel, pru-
dent et fidéle & ses premiéres convictions, refusera de qualifier
d'ensembles mesurables B les ensembles mesurables dans son sens, et leur
réservera le nom d'ensembles bien définis.

Une polémique altérera un moment les relations entre
Borel et Lebesgue. Borel, qui ne cessera jamais de couvrir Lebesgue
des &loges qu'il méritait, en souffira. La polémique ne concerne
pas la théorie de la mesure proprement dite, bien que sur ce point
Borel ait tenu & marquer sa différence d'appréciation. Dans 1'intro-
duction & 1'article qui met le feu aux poudres, Le calcul des intégra-
les définies (1912), Borel rappelle sa philosophie pragmatique:

Clest cette quasi-impossibilité d'établir une démarcation précise
entre les étres analytiques regardés comme « simples » et les autres,
qui a été Porigine de travaux qui ont considérablement accru mnos
connaissances en Analyse. Ces travaux étaient nécessaires ; ils ne sont
pas d’ailleurs définitifs sur tous les points et il sera encore utile, & mon
avis, de s’occuper de ce qu’on a puappeler la pathologie des fonctions.
Mais il est permis de penser que le but définitif de ces recherches
pathologiques doit éire la délimitation des fonctions considérées
comme saines (*). La encore, nous nous heurtons a des difficultés qui
sont loin d’étre résolues.
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Et dans la conclusion de cette introduction, conclusion consacrée

éori i i ue si 'on
3 la théorie de la mesure, il estime ) (ﬁ >
se place au point de vue que jai exposé dans cette Introduction, la

plus grande généralité ainsi obtenue par M. Lebesgue est plus appa-

rente que réelle;
Examinons briévement ces deux points. Rappelons que Borel

cherche des moyens pratiques pour calculer toutes les intégrales,
3 défaut des démonstrations, sinon entiérement constructivistes,
du moins de type fini. Comme plus d'un sans doute, Borel pense au
théoréme de Weierstrass: toute fonction continue est limite uniforme
d'une suite convergente de polynfmes, oolynbmes, qui sont évidemment les
plus simples des fonctions calculables. V0ila donc les saines fonctions aue 1'on
cherchait. Sur ce point, on ne peut qu'étre d'accord avec Borel.
Mais ce grand savant, pour une fois, commet une erreur d'inattention:
nul ne posséde de procédé constructif pour construire une telle suite.
Borel, curieusement, oublie complétement ce point. Lebesgue s'apergoit
de cette faiblesse, & la page 217 de sa longue "réponse"” & Borel (Re-
marques sur les théories de la mesure et de 1'intégration, Ann.Ec.Norm
(3) XXXV (1918) 191-250: 1a définition de M.Borel ... ne suit aucun procéds de
corstruction des fonctions, je ne puis donc considérer qu'elle fait partie de la métho-
de constructive et je la laisse maintenant de c8té. Ce serait évidemment un
beau succés, fort utile, que de trouver une démonstration constructive
du théoréme de Weierstrass. On peut songer, pour y parvenir, a 1'em-
ploi répété, dans le cas des fonctions de codimension finie, du théo-
réme d'équivalence topologique donné par la théorie du déploiement
universel, et de 1'approximation polynomiale classique de Newton.

our le caractére de généralité de son intégrale, Lebesgue
est piqué au vif. Sa réaction n'est pas bonne. Il &crit que M.Borel fait
3 plusieurs reprises aux exposés que j'ai donnés, le reproche d'avoir une plus grande
généralité (apparente). Borel ne fait aucun ‘“reproche". I1 se place de
deux points de vue: 1'utilité pratique des résultats, leur applicabi-
1ité, et la maniére d'y parvenir. Lebesgue conclut Tui-méme: nos deux
procédés ont la meme généralité.Si cela est, les propos de Borel sont justi-
fiés. En fait, comme on le verra, Borel n'a pas entiérement raison.

Les autres attaques de Lebesgue sont 1a plupart du temps
mal fondées. Elles portent sur des questions de définition, de cons-
tructivité, de reconnaissance de priorités.

Borel a suffisamment rendu hommage & Lebesgue, 1'intégrale
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de celui-ci, les résultats qu'il a obtenus sont devenus assez classi-
ques pour que Borel puisse se dispenser de citer Lebesque & tout
bout de champ. Ici, dit Lebesgue, Borel utilise une exposition sembla-
ble a la mienne, et ne dit pas qu'il s'agit de mon exposition. Lebes-
gue se comporte comme un enfant trop gité. Une rédaction de Borel
dans un style plus moderne aurait sans doute moins excité la suscepti-
bilité de Lebesgue.

Vous calculez puis vous définissez; moi, je définis puis
je calcule dit Lebesgue. Mais comment pouvez-vous définir ce que
Vous ne savez pas encore calculer, demande Borel. Tous deux reconnais-
sent 1'importance du calcul, se disent constructivistes: a priori
dit Borel, a fortiori dit Lebesgue, et chacun prétend y gagner: le
premier en bon sens, le second en généralité et en cohérence. Borel
oppose son humour & 1'humeur de Lebesgue, et raconte:

Mon maitre Jules Tannery citait volontiers une phrase dé Liouvuie;
tprés avoir comparé les démonstrations longues aux démonstrations
:ourtes, il concluait : « En somme, les démonstrations longues ont un

grand avantage, c’est d’étre longues, ct les démonstrations courtes on
un grand avantage, c'est d’étre courtes ». Et Liouville rappelait
parait-il, quand il était de bonne humeur, la boutade qu’on attribue
Lagrange : « Les mathématiques sont comme le cochon, tout en e:
bon».

C'est moi qui ait inventé 1'intégrale de Lebesque, et
vous la mesure de Borel. Vous dites vrai répond Borel: c'est vous
qui avez inventé 1'intégrale de Lebesgue, et moi la mesure de Borel,
bien définie.

M.Lebesgue est amené & nommer une fonction non définissable analy-
tiquement; mais il faut observer que la fonction de M.Lebesgue ne différe qu'aux points
d'un ensemble de mesure nulle d'une fonction définissable analytiquement; elle est
donc équivalente 3 une telle fonction du point de vue de 1'intégration. Le pauvre
homme, a envie derépondre Lebesgue: MN. Lusin et Souslin ont annoncé qu'ils
pouvaient nommer trés facilement des fonctions non représentables analytiquement,
ou ce qui est équivalent, des fonctions non mesurables B. Soit, dit simplement Borel,
si je les avais prévus, j'aurais rédigé d'une manidre différente quelques phrases
de mon mémoire! Et d'ailleurs, vous-mémes déclarez page 198 (de votre Mémoire)
avoir tenu "un raisonnement grossidrement erroné": cela prouve que tout le monde peut
se tromper et j'aurais mauvaise gr3ace 3 ne pas reconnaitre également mon erreur.

Cette erreur, la voici, elle est mathématiquement intéres-
sante: contrairement @ ce que pensaient nos deux pugilistes, 1a projec-
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tion sur un axe d'un ensemble bien défini, suivant la terminologie de M.Borel, peut
fort bien &tre un ense mble maldéfini. On connait maintenant divers théorémes
et conditions qui précisent les propriétés respectives des ensembles
de départ, des projections et de leurs effets: par exemple, le théoré-
me classique de Tarski-Seidenberg, sous sa forme géométrique, énonce
que 1'image d'un ensemble semi-algébrique par une application algébri-
que reste semi-algébrique - on peut remplacer le vocable d'algébrique
par celui d'analytique.

Dans 1'examen de ce débat entre Borel et Lebesque, nous

passons pratiquement sous silence les raisons qui, selon leurs dires,
ont motivé chacun d'eux a s'intéresser au calcul intégral. Que Borel
affirme qu'il congoit 1'intégrale comme une valeur moyenne, a la
maniére des anciens, laisse trop deviner 1'orientation probabiliste
qu'ont prises ses préoccupations. Notons la présence d'un accent
de vérité au contraire quand Lebesgue décrit la genése de son inté-
grale.
' IT n'est sans doute pas utile d'entrer dans tous les
détails de cette querelle. Lebesgue a-t-il cru que 1'intégrale de
Borel allait détroner sa propre intégrale ? I1 ne serait pas étonnant
que, en raison de la simple renommée de son auteur, 1'intégrale de
Borel ait porté quelque ombrage aux travaux de Lebesqgue. Si le travail
de Borel a pu influencer ceux de Riesz ou de Haar, il n'en reste
pas moins vrai que 1'intégrale de lLebesgue est définie de maniére
plus intrinséque, et se préte mieux & 1'usage que celle de Borel,
dans les espaces abstraits, ceux de Banach entre autres.

Quant & la mesure de Lebesgue, et plus précisément quant
d la notion d'ensemble de mesure nulle introduite par Borel Tui-méme,
elle présente un intérét physique que Borel ne semble pas avoir vu.
Le théoréme de Sard (nullité de la mesure de 1'ensemble des points
singuliers d'une application différentiable) exprime et souligne
le caractére exceptionnel des choses singuliéres autour desquelles
tout s'organise. Ce fait physique et mathématique fait comprendre
les raisons de 1la profonde insatisfaction, de 1'espéce de malaise
engendrées chez 1'auteur par les considérations basées sur certains
modéles probabilistes. Ces modéles, pour la plupart, ne peuvent décri-
re les genéses, donc ne permettent pas de comprendre, car ils ignorent
par définition, les ensembles de mesure nulle des moments et des
lieux ol Jjustement s'accomplissent ces genéses. Disons dici combien
nous sommes flattés que Thom ait repris entre autres cet argument.
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Si, sur le plan mathématique, Lebesgue 1'emporte ici
sur Borel, i1 le doit davantage & ses qualités d'excellent analyste
que d'inventeur: sur ce plan, Borel est bien plus riche que Lebesgue.
I1 le doit aussi & Cantor et & Baire, au fait d'appartenir a une
génération postérieure & celle de Borel: la théorie des ensembles,
le raisonnement transfini &taient mieux compris et acceptés. Borel,
engoncé dans le corset constructiviste, aura manqué de souplesse
philosophique.

Borel aura en définitive le dernier mot, et c'est Justice.
La présentation par Lebesgue de Borel frise parfois la mauvaise foi.
Quant au ton de Lebesgue, i1 lui arrivait d'atteindre les limites
de la civiliteé:

M. Borel mesurait, en effet, tous les ensembles rencontrés par les
analystes, mais c’était sans le savoir (n" 34). C'est moi qui le lTui ai
appris.

M. Borel a affirmé que la définition de la mesure était cohérento.
(Yest moi qui I'ai démontré.

Enfin, j'ai montré, par des applications, I'intérét et I'utilité de la
nouvelle notion : d'une remarque plus propre a intéresser le philosophe
s’occupant de la mesure des grandeurs que le geometre, yar tiré un bon
outil mathématigue.

Ou encore:

On pourrait prétendre, peut-étre, que, sans pouvoir formuler
d’énoncés précis comme ceux que je cite, on devait sentir I'identité.
Mais, 4 ma connaissance, on ne trouve nulle part une allusion sur

ce sujet et cependant des esprits trés philesophiques ont longuement
scruté la théorie des fonctions de variable reelle. )

Borel, fondateur de 1a Revue du Mois, auteur de divers
articles dans la Revue de Mé&taphysique et de Morale, se garda bien
de relever ces propos blessants, peu dignes d'un sage.

4.7 Sur le chemin des "abstract nonsenses"

4.7.1 La topologie générale

La procédure de généralisation que nous avons vue au
paragraphe précédent concerne principalement le cadre de la théorie
des fonctions. La théorie des ensembles en constitue le soubassement.
Cette théorie, plus vaste que celle des fonctions, permet, par 1'in-
termédiaire de la notion de voisinage, de donner une vision spatiale
des problémes.




136

On peut tenter de franchir un pas supplémentaire dans
cette entreprise de spatialisation. Elle consiste a considérer les
opérateurs (de représentation), dont les fonctions sont des exemples
parmi les plus simples, comme des éléments d'espaces dits fonction-
nels. On essaie ensuite de voir si, comme on 1'a fait pour les espaces
de variables, il est possible de définir sur ces espaces fonctionnels
des topologies et des métriques. Cela est possible de bien des manié-
res, et de nombreux travaux ont &té ou sont encore consacrés a
la mise au point de ces différentes topologies.

Lorsqu'on examine les propriétés communes, d'une. part
aux ensembles de variables, d'autre part aux ensembles fonctionnels,
on batit la théorie des espaces dits"abstraits". Cantor en a jeté
les fondements. Moore (1862-1932) aux Etats-Unis, Baire et Fréchet
en France, 1'ont mise sur pied. Fréchet considére qu'avec son premier
article, paru en 1904 dans les Comptes Rendus, a débuté 1la théorie des
espaces topologiques abstraits. S'il n'a pas entiérement tort, Fréchet
n'a pas tout & fait raison non plus. Car il minimise vraiment 1'apport
de Cantor, le discrédite presque. I1 Tui attribue seulement le mérite
essentiel (quand méme) de 1'introduction moderne d'une échelle infinie de nombres.
C'est tout. Toutefois, renchérit encore Fréchet, sa théorie était emiarrassée de
"Principes" obscurs et par suite difficlement acceptables, que 1'effort de clarifica-
tion de quelques mathématiciens frangais a réussi 3 éliminer:! Fréchet se montre
trés ingrat envers Cantor, Tui ravissant un titre que celui-ci méri-
tait largement de partager.

Fréchet a fait une oeuvre de synthése. Cantor, dans ses
travaux protéiformes, a accompli une oeuvre de création. I1 est rare-
ment dans le destin du créateur de pouvoir aller jusqu'au bout des
réalisations. Malmené par ses contemporains, il finit souvent par
jeter la cognée. Puis s'apaisent les passions, les idées fécondes
s'enracinent, les batisseurs de seconde main construisent 1'édifice
et s'en attribuent la gloire. Soyons plus juste. Toute création résul-
te d'une synthése. Fragile en ses débuts, encore instable, elle gran-
dit petit & petit, nourrie par la réflexion et 1'observation. Chacun
a son rdle dans ce processus de fécondation et de développement.
Mais alors que le développement s'accomplit au grand jour, la féconda-
tion garde tout son mystére, et son importance parait amoindrie.

Fréchet a eu le mérite, dans son ouvrage didactique sur
Les ensembles abstraits, de ne pas suivre une approche trop bourbakis-

g6 R
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te, et en particulier, de se livrer dans son introduction & des consi-
dérations méthodologiques des plus utiles pour le mathématicien débu-
tant. I1 utilise la méthode analogique, dont 1'apologie a éte faite
maintes fois. Les mathématiciens et philoxphes qui ne peuvent penser
sans "gourou" reliront sur ce point les oeuvres de Picard et de Poin-
caré. Dans le sixiéme paragraphe du chapitre consacré a "1'intuition
et la logique en mathématiques", Poincaré, dans La valeur de la scien-
ce, déclarait que les analystes, pour conduire leurs pas jusqu'au
but qu'ils se proposaient d'atteindre et dont ils avaient eu 'a vision,
(ont) besoin d'un guide. Ce guide, c'est d'abord l'analogie.

Pour mieux montrer combien ses contemporains partagent
son point de vue, Fréchet cite:
- Laplace, écrivant dans une lettre a Lacroix en 1792:

« Le rapprochement des méthodes sert & les éclairer mutuelle-

ment, et ce qu'elles ont de commun renferme le plus souvent
leur vraie métaphysique. »

- son homologue américain qui développa 1'Analyse générale:
M. E.-H. Moore :

« L’existence d’analogies entre les traits principaux de
diverses théories implique Uexistence d’une théorie générale
dont ces théories particuliéres ne sont que des rameaux et qui
les unifie en ce qui concerne ces traits principauz. »

- Poincaré enfin, qui insiste sur la qualité du choix terminologique:

(Rend. Circ. Mat. Palermo, t. 126, 1908, p. 154); «... la
mathématique est U'art de donner le méme nom a des choses
différentes. Il faut s’entendre. Il convient que ces choses diffé-
rentes par la matiére soient semblables par la forme, qu’elles
puissent pour ainsi dire se couler dans le méme moule. Quand
le langage a été bien choisi, on est tout étonné de voir que toutes
les démonstrations faites pour un objet connu s'appliquent
immédiatement & beaucoup d'objets nouveauz, on n'a rien & y
changer, pas méme les mots, puisque les noms sont devenus les
mémes. »

4.7.2 Polémique autour d'une dénomination

Outre la théorie des espaces abstraits, devenue bientdt
topologie générale avec A.Weil et Bourbaki, beaucoup d'autres notions
(algébre universelle avec van der Waerden, probléme universel avec
P.Samuel) et théories générales ont vu le jour.

L'une d'elle, dont la portée est encore difficile a appré-

cier, a é&té fondée en 1935 par H.Whitney. I1 s'agit de la théorie
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des matroides, dont 1'axiomatique est établie d'aprés les propriétés
communes aux modules et aux graphes (au sens de la théorie des gra-
phes). Un matroide est une famille de sous-ensembles organisée selon
les régles de cette axiomatique. Les propriétés des représentations
algébriques et géométriques de ces objets ont été étudiées.Du point
de vue géométrique, on atteint ici la quintessence de la géométrie
synthétique. Les principaux résultats dans ce domaine ont été établis
par W.T.Tutte.

On peut également étudier 1'organisation entre les compo-
santes du matroide ou entre les différentes sous-variétés de la géomé-
trie qui lui est associée sous 1'angle des propriétés d'inclusion,
c'est-a-dire en faisant apparaitre la structure d'ordre sous-jacente.
Cette &tude a &té entreprise par Mac Lane en 1937.

L'examen de la structure d'ordre interne des objets est
loin d'étre vain: car cette structure est intimement li€e au mode
de construction de 1'objet, & son développement organique par crois-
sance organisée. Ramener les mathématiques & 1'&tude des fonctions
analytiques comme certains autrefois 1'envisageaient, témoigne d'un
singulier aveuglement sur 1'origine des mathématiques, et d'un fixisme
intellectuel prononcé. Cependant, i1 faut reconnaitre aux modéles
structurels de présenter une insuffisance de taille: ce genre d'étude
ignore tout du moteur interne qui &tablit Tle régime de croissance
des objets. I1 appartient & la physique d'introduire ce moteur, en
méme temps que les sources d'énergie qui 1'alimentent et les puits
qui en regoivent les déchets.

La représentation en treillis de la structure des matroi-
des permet de procéder & des dénombrements. La méthode a é&té bien
dégagée par Rota, en s'inspirant de nombreux travaux anciens, dont
ceux de Moebius. D.Higgs entreprit en 1966-1967 la traduction compléte
des travaux de Tutte dans le langage des treillis. Ce texte a évidem-
ment pu servir de modéle & 1'étude que publiérent ensuite Crapo et
Rota, sous le titre de Combinatorial Geometries.

Cette approche latticielle permet parfois d'obtenir plus
de sobri&té et de rigueur apparente dans la présentation des résul-
tats. La théorie é&numérative telle que la présente Rota s'inscrit
naturellement dans le cadre de cette présentation. On comprend alors
que Rota, ses &léves et amis, ajent fait pression pour que la termino-
logie "matroide" soit abandonnée au profit de celle de "géométrie
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combinatoire", plus attirante du point de vue euphonique, et plus
explicite auprés de la communauté mathématique. Sans aucun doute,
la terme “matroide" surprend celui qui 1'entend prononcé pour 1la
premiére fois, et préte & sourire. Ainsi peut-on mieux comprendre
certaines des premiéres réactions & 1'égard de cette théorie, comme
celles évoquées dans 1'ouvrage Les Architectures du Feu.

Au moment ol allait se tenir un colloque sur la théorie

des matroides, Rota adressa & 1'auteur une lettre dont voici les
principaux extraits:

May 8, 1970

I hope you have received by now a copy of the preprint of the book
"Combinatorial Geometries" by Henri Crapo and myself, which is going to be serialized
soon and whose first intallment will appear in print this month. I very strongly belie-
ve that the word "matroid" has done a great harm to this field, leading a lot of mathe-
maticians to consider it as some sort of extravagance conceived by some British eccen-
trics. I agree with you that the notion of combinatorial geometry is central to combi-
natorial theory. I very much hope that you will agree, together with most mathemati-
cians in this Country, that the word "combinatorial geometry" is more appropriate
thant "matroid". To be sure, combinatorial geometries are, in the old terminology,
matroids where every point is a closed set. These are the natural object of study

from the point of view of projective geometry.

I do not want to convey the idea that my main interest in combinatorial
geometry depends on the lattice structure. Although lattice considerations are interes-
ting in some connections, I believe the main interest of the field lies in its connec-
tions with classical synthetic projective geometry. Its connection with graph theory
is largely a historical accident and has led to a rather grotesque development of
the terminology, which we should correct if we are to insert the field into the main

stream of contemporary algebra of combinatorial theory.

I very much hope to count upon your agreement and support in this termi-
nology matter. You will probably agree that these subtle psychological changes can

make quite a bit of difference in the climate of today's mathematics.
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Nous fames quelque peu choqué par le contenu de cette
lettre. L'allusion de Rota aux "British eccentrics” sans nul doute
visait Tutte, dont la profondeur et les éminentes qualités de géométre
auraient pu forcer le respect, méme celui de Rota. Nous considérions
de plus, et n'avons point chagé d'avis, que 1'excentricité est une
qualité trop rare pour &tre en quelque fagon dénigrée; seul 1'humour
subtil et affectueuX. peut 1'honorer. Elle témoigne autant de 1'in-
telligence que de la fantaisie et de 1'imagination, elle est une
expression de la singularité et de la liberté humaines, elle révéle
Elle fait partie des attributs attachés a

notre pouvoir créateur.
1'aristocratie de 1'esprit.

En &crivant les lignes qui vont suivre, sans doute pourra-
t-on reprocher & 1'auteur de se laisser emporter par le jeu facile
et excesssif des oppositions. Soit! Allons-y: Rota manifestait 1'ambi-
tion du condottiere, Tutte agissait en prince; deux sensibilités
s'affrontaient: entre 1'agitation du spadasssin et le calme amusé
du prince, nous fimes spontanément le choix conforme & notre nature.

Voici 1'essentiel de la (trop) longue réponse adressée
a Rota:

Thus it was too late to set up a serious discussion on problems J§
of terminology. But I am writing to Sheffield and Oxford in order to give =
them your opinion, my remarks, and suggest they try to define a common
attitude. As Hazel Perfect and Peter Vamos will attend the Nice Congress, we |
might joign together and take a common decision.

Though I bel ieve there is no hurry : the time puts the things righ

May I now give you my own feeling on the problem of terminology4l

I shall speak first of the psychological problem you mention. }
It is well known that mathematicians, as most part of the people, are convinc
ed to keep the truth. If X (resp. Y) is working on the subject S, (resp. S ),
it is "obvious" from the point of view of X (resp. Y) that the su§3ect on whl
Y (resp. X) is working is unimportant, without interest, almost crazy.
Now take Z ; he says he is working on S, ; he is desplted both by X and Y. If
says he works on S instead of Sz whatever he is doing, he will be
accepted both by Xx and Y.

The question is : what terminology Z has to choice to qualify
this field of work ? I suggest the following answer : either S, is really
quite close to SX+Y’ all right, let us call it § y.> °F S is sufficiently
different from S , then be courageous, ca1§ it Z 3 when right and
strong on your positiom, you win.
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It was funny to see how people working on matroids were at the
beginning quite despited by some other mathematicians who, as some politicians,
have easily changed their mind. Now, at least in France, after the first
laughs, the term matroid is quite accepted by everybody. As regards to the
subject itself it is an other story, and a question of time.

So let us now turn to the serious problem : Z is matroid,
combinatorial geometry, or something else ?

I am rather reticent about the adjective '"combinatorial" :
"which can be combined" . Well, I should say that almost everything can be
combined in a continuous or discontinuous manner with something else. Would
you call a combinatorial geometry defined on a non finite set always a
combinatorial geometry ? In the contiary don't you think that finite would
be a more appropriate qualification ? And what do you think of the quite
speaking name semi-projective geometry or generalized projective geometry,
which can be used whatever the underlying set be finite or not ?

Now take any two "physical" objects. They exist in R the
space-time. If the time scale is the same for these objects, differences betweer
them are seen in the Euclidian space R3 ; they are characterized by different
shapes.

When we use a hammer to strike on a mail, our brain makes a
s imulation of the strike, the consequences of which are used to order the
strength and the position of the strike to our arm.

From these physical events rise the importance of topology and
geometry ; as well as the fact we are often identifying the object and its
geometrical representation in a quite inconscient way.

The necessity of our natural defen.e has given rise to various
models ( = languages) of communicable representatiomswe try to make more and
more efficient : .
music

ear ....... voice — . _spoken language ..y writen language ...

outside mind

\‘eye +eseve9 picture”, painting — photography - teleVision ....

J
' d
R\\\\\\\N_____‘a geometry (— algebraic language ...

mathematical models

Given any object exterior to the body of a man, he tries to
build the following scheme :

k—_’_,a.geometrical representation

S, algebraic

according to the historial process

object
representation

(HP) : Object * geom. repres. *> alg. repres.
(which justifies the fact that we have to teach first geometry).
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Let us now turn back to our Z. It has the interesting property
that we can look at it from two points of view and that they are quite
equivalent. A society of ants is coarsely a set of small animals with a
special structure. We might draw on a sheet of paper various configurations
which express the life and the structure of this society.

I do beliéve that our Z, the matroid, is the society of ants
while the generalized projective geometry is its geometrical representation.

And I am convinced . that we have to respect the historical
process (HP) and attribute a specific term to the object.

We might dislike matroid. I have suggestaithe term "stigmier"
(in French) : a tree whose fruit are the stigms (I do not like circuit which

imply a notion of orientation and is already used elsewhere) could be a stigm-

tree. We might try to find better ideas but we must not forget that poetry is
deeper closed to reality, and that a mathematician as any man needs a little
bit of dream. We might accept valuable funny terms as they seem to flourish
in ‘the wew algebraic litterature (stars, murders, ...).

L'objection était en fait plus profonde. I1 n'était aucun
theoréme de géométrie que les spécialistes aient découvert par 1'em-
ploi du langage des treillis. I1 paraissait alors nécessaire, pour
maintenir vivante la possibilité de découvertes de nouveaux résultats,
de conserver 1'usage d'autres langages, favorisant le développement
de visions différentes sur 1'architecture des matroides: ces visions
pouvaient @tre données soit par 1'emploi du langage classique de
la géométrie; elles pouvaient aussi provenir de la connaissance intime
des matroides, obtenue en manipulant leurs constituants fondamentaux
et leurs associations.

Cette polémique secondaire a, aujourd'hui, fait long
feu. Les deux terminologies ont droit de cité & part entiére. Il
semble néammoins que le terme matroide, plus court que celui de géomé-
trie combinatoire, soit plus fréquemment employé. Ce n'est que mieux
rendre justice au fondateur de la théorie.

La conclusion doit apartenir au sage. A la suite d'une
revue d'ouvrage parue dans les Mathematical Reviews, revue dont Tle
caractére désagréable ne paraissait guére fondé - réparation fut
accordée partiellement dans les Errata d'un volume subséquent et

de maniére plus compléte dans la revue d'un autre article - 1'au-
teur écrivit a Tutte, Tui demandant conseil. Dans la mesure oi, en
général sous d'autres formes, il arrive que 1'histoire se répéte,
le point de vue de Tutte pourrait encore &tre utile & d'autres mathé-

maticiens:
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Thanks for the reprints. I send you a preprint of my own on
reconstruction. The title I am afraid assumes an acquaintance with English
children's nursery rhymes which may not exist on the European Continent.

I have noticed with my own papers that reviews are seldom really
satisfactory to the author. I suppose this is because the reviewer cannot
afford to give the papers the same deep study that the author has had to.

In terms of practical advantage I doubt that a public dispute with a
reviewer is worth the trouble. If he doesn't like your book for whatever
reason, fair or unfair, rational or irrational, you will not get him to say
he does.

I look on the terminology of geometrical lattice theory (as applied to
matroids) as a language that some people find natural or convenient. I
wouldn't use it, myselfl, just as I wouldn't normally write in Cerman. But 1if
someone wants to explain his results in German or in terms of geometrical
lattice theory, then why object? I agree that you do not get results in one
language that could not be got in another.

I don't see why you shouldn't show the correspondence confidentially
to colleagues whose advice you may need. Actually I would be surprised if
the Editors of MR expected confidentiality for their letters of justification.
But then I am not one of these Editors!

4.7.3 La théorie des catégories

Des années 1942 & 1945, Eilenberg et Mac-Lane mirent
au point les bases de l1a théorie des catégories. Une catégorie désigne
une classe d'objets et les applications entre ces objets qui en con-
servent la structure. Parmi ces applications figurent celles qui
sont inversibles et qu'on appelle des équivalences. Le titre de 1'ar-
ticle d'Eilenberg-Mac Lane paru en 1945 est General Theory of Natural
Equivalence.

On aurait pu choisir une autre terminologie. Les objets
et les applications &tudiés en théorie des catégories sont tels
que chaque application posséde un "noyau", c'est-a-dire un domaine
de 1'espace-source que 1'application envoie sur 1'"&lément central”
de 1'espace d'arrivée. L'application est une é&quivalence lorsque
Te noyau se réduit & un seul &lément. Lorsque le noyau est plus volu-
mineux, on ne parle plus habituellement d'équivalence, bien qu'on
pourrait utiliser la terminologie d'équivalence partielle.

Du point de vue structurel et abstrait, le choix du terme
équivalence est parfaitement justifié. Mais si 1'on regarde les mathé-
matiques comme des modélisations de 1'univers physique, 1'emploi
du terme "représentation” parait plus judicieux et significatif.
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En créant cette théorie, les auteurs ont eu la conviction

que: This may be rcgarded as a continuation of the Klein Erlanger Programm,

in the sense that a gecometrical space with its group of transformations is

generalized to a category with its algebra of mappings.

Ce point de vue se révéle d'autant plus pertinent que la géométrie
algébrique a sans doute é&té la principale bénéficiaire de la vision
catégorique. I1 a fallu une bonne dizaine d'années avant ces abstract
nonsenses ne commencent & étre utilisés en géométrie. Le chemin qui
va des catégories a la géométrie algébrique passe "naturellement"
par la mise en évidence des catégories abéliennes et 1'oeuvre de
Grothendieck. I1 faudra encore attendre une quinzaine d'années, selon
1'estimation de Dieudonné, pour qu'@ travers la théorie des schémas,
Sgﬁst;‘!&ﬁg?lﬁ% générales aient concaincu les spécialistes qu'elles
le cadre le meilleur permettant d'approfondir les études locales.

On doit & C.Ereshmann un des développements parmi les
plus approfondis de la théorie des catégories. I11lui consacra ses
derniers travaux: la communauté mathématique s'interrogea sur Teur
pertinence. Reeb, en 1972, peut-étre par provocation, disait en gros:
quel dommage qu'Ereshmann, qui, jusqu'd présent, a fait tant de travaux
intéressants, s'égare sur ces voies abstraites et sans avenir. Natu-
rellement, les derniéres années de la vie d'Ereshmann furent assom-
bries par1'attitude de ses collégues, tentés parfois de pratiquer
un certain ostracisme.

Les derniers prolongements de la théorie des catégories,
a travers la théorie des toposes et des catégories de Bénabou, concer-
nent la linguistique des algorithmes et de certaines théories logiques
tant du point de vue de la grammaire que de la sémantique; un des
premiers résultats est 1'établissement du statut de la théorie des
ensembles flous.

4.7.4 De 1'utilité des théories générales

On sait, depuis Platon au moins, qu'il n'y a de science
que du général. Einstein, dans une lettre a M.Besso, exposait en
ces termes ce point de vue classique:une théorie, pour inspirer confiance,
doit &tre construite sur des faits susceptibles d'8tre généralisés. Si 1'on s'en
tientd cette direction de pensée, la logique impose de rechercher
les théories ayant le plus grand degré de généralité. La critique
débouchant sur le refus du droit de cité a ces théories et a leurs
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découvreurs apparait du coup mal fondée, voire irrationnelle, au
contraire de 1'attitude prophétique de Leibniz qui songeait & fonder
les théories sur une caractéristique universelle.

Les mathématiciens fondateurs de théories générales ont
tous été amenés a justifier les avantagesde leur démarche, plus ou
moins briévement, tant parfois la chose leur paraissait évidente.

Le point de vue pédagogique tel qu'aurait pu le défendre
Bourbaki, a été présenté@ par Ereshmann: i1 croit plus simple d'avoir 2
apprendre d'abord quelques notions générales et abstraites ("abstract nonsense" au
dire de certains mathématiciens) dont le r8le unificateur se précisera dans la suite

du cours et qui simplifiera partout l'exposé, en permettant de dégager les idées com-

>

munes sous-jacentes 3 l'Algébre et 3 la Géométrie (et d'ailleurs 3 toutes les théories
mathématiques). Ce rdle unificateur avait déja été souligné par Eilenberg
et Mac-Lane:

In a metamathematical sense our theory provides general concepts ap-
plicable to all branches of abstract mathematics, and so contributes to the
current trend towards uniform treatment of different mathematical disci-
plines. In particular; it provides opportunities for the comparison of construc-
tions and of the isomorphisms occurring in different branches of mathematics;
in this way it may occasionally suggest new results by analogy.

Si 1'on cherche a déployer la pensée de ces auteurs & propos de 1'ana-
logie, on peut dire que les généralistes placent leurs espoirs dans
la fécondité potentielle que pourraient présenter, par le biais entre
autres de 1'analogie, les transferts de concepts et de méthodes.

Fréchet cite ~ane objec-
tion qui nous a ¢té faite par un éminent mathématicien étranger.

» Batir une théorie générale, ¢’est chercherun pavé pour écraser

une mouche. »

La conclusinn a tirer de I'objection de notre collegue est sans
doute, d'aboru, qu'il faut écarter une théorie générale quand on
ne s’intéresse qu'aux applications et quand, en outre, on n’aura
pas fréquemment affaire a des applications pouvant étre ratta-
chées a cette théorie générale.

Mais il lui reste encore un beau role a jouer. Au point de vue.
atilitaire, d’abord, elle permettra d’abréger le travail de ceux qui
ont souvent & résoudre des problémes similaires. Elle leur four-
nira une méthode uniforme el en partie automatique. Elle satisfera
ensuite ceux qui aiment & comprendre; qui veulent saisir les rap-
ports cachés liant des propositions éparses, qui voient dans la
Science autre chose qu’un livre de recettes, qu'un simple recueil
de faits.

On peut s'engager plus avant dans la voie épistémologique
indiquée par Fréchet, et regretter que les auteurs précédents n'aient



146

pas songé a établir le lien entre les théories générales et 1'unité
existant entre les différentes branches de leur science. La démarche
de la pensée, causale, plus couramment dénommée logique, sous-tend
la construction de 1'édifice mathématique et en assure la cohérence.
Mais Tes grandes Tlignes de cette construction nous sont révélées
par la mise & jour des axiomatiques qui définissent les théories
générales, et dégagent des plans de composition communs.

Plusieurs techniques plus ou moins &videntes existent
pour &tablir les axiomatiques. Fréchet indique par exemple que

Toutes les fois que l'cnsemblt; des propriétés d’une entité

mathematique, qui sont utilisées pour la démonstration d’une

proposition concernant cette entite, ne caractérise pas cetle

entité, la proposition peut étre étendue & une entité plus géné-

rale.
Les axiomatiques ne sont donc pas des régles érigées a priori mais
au contraire proposées a posteriori, que leur origine réside dans
1'observation physique ou mathématique. Ces régles ont un caractére
plus intrinséque que les propriétés locales. Affaiblir ou accroitre,
selon les circonstances, la portée de ces régles conduit a des théo-
ries plus ou moins adaptées aux fins que 1'on recherche. Certains
contempteurs des théories générales croient naivement que les créa-
teurs de celles-ci s'adonnent & des é&lucubrations gratuites et sans
portée, alors qu'eux-mémes ne s'occuperaient que de sujets sérieux
et utiles. I1 faut croire qu'ils vivent dans le réve ou 1'illusion
a moins, plutdt, qu'ils ne tentent de détourner sur plus exposés
qu'eux-mémes les critiques qu'on pourrait leur adresser.

Naturellement, les généralisations ne se font pas n'impor-
te comment. Nous avons rencontré quelques-unes des recettes pratiques
que propose Fréchet. Riemann donne un exemple de voie sans issue:

Cette étude n’a point la prétention de fournir 4 la recherche

expérimentale des résultats uliles; I'auteur désire seulement qu’on

la considére comme une contribution 2 la théorie dcs équations

aux dérivées partielles non linéaires. De méme que les méthodes

les plus fécondes pour I'intégration des équations linéaires aux

dérivées partielles n’ont pas €1é trouvées en développant I'idée

générale du probléme, mais ont tiré leur origine de I'étude de

questions de Physique particuli¢res, la théorie des équations non

linéaires aux dérivées partielles parait surtout devoir obtenir ses

_ progrés du traitement approfondi de problémes de Physique spé-

ciaux et d'une considération atlentive de toutes les conditions
accessoires de ces problémes;
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La création de la généralité mathématique s'opére en effet a partir
d'exemples précis, de problémes, parfois simples, parfois concrets
et issus de la physique, parfois abstraits. Les problémes une fois
posés correctement dans les cas particuliers spécifiés par les données
de 1'expérience, s'ouvrent & des formulations plus générales & 1'inté-
rieur de cadres de moins en moins étroits. Pareillement, les méthodes
établies pour résoudre les problémes dans les cas issus de 1'expérien-
ce, sont généralisées de maniére & résoudre ces types de problémes
dans leur formulation plus générale. Ainsi, Monge et Ampére ont déve-
Toppé une méthode quasi-géométrique de résolution des équations aux
dérivées partielles dans des cas simples. Assurément cette méthode
méritait d'étre é&tendue. A la suite des travaux préparatoires des
géométres frangais, E.Cartan en particulier, la théorie récente de
W.Shi fournit enfin le bon cadre pour traiter le probléme global
dans toute sa généralité. La maniére dont sont employés les espaces
de jets fait apparaitre 1'inadéquation de la théorie de Spencer et
de ses émules. Cette méme théorie tombe encore sous le coup d'autres
attaques provenant d'un horizon différent, i visée plus locale: 1'ar-
ticle de Pommaret cité dansla bibliographie renferme ces attaques,
et indique également d'autres directions de recherche proposées et
suivies par des mathématiciens de renom, dans Tesquelles pourtant
ils paraissent s'étre fourvoyés.

La recherche de la généralité témoigne d'un état d'esprit
d'ouverture dont Riemann souligne les mérites:

Des recherches partaot de concepts généraux,
comme I'étude que nous venons de faire, ne peuvent avoir d’autre
atilité que d’empécher que ce travail ne soit entravé par des vues
lrop étroites, et que le progrés dans la connaissance de la dépen-

dance mutuelle des choses ne trouve un obstacle dans les préjugés
traditionnels.

I1 est naturel que ces préjugés soient Tongs & s'effacer. Un certain
temps doit s'écouler avant que ne soient assimilées les notions nouvel-
Tes, puis qu'on en entrevoit 1'usage. Et souvent, les sciences ol
pourraient s'appliquer les nouveaux concepts et théorémes ne sont
pas encore en état expérimental assez avancé pour pouvoir utiliser
ces notions. Ainsi, les idées de Riemann suscitérent 1'hostilité
des physiciens de son &poque. I1 a fallu attendre le développement
de la physique mathématique, des théories cosmologiques, de la physi-
que de la matiére pour que les idées de Riemann sur les métriques
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et la connexité démontrent leur utilité par la nécessité de Tleur
emploi et leur caractére fondamental.

Insensiblement, nous glissons vers Tle débat qui porte
sur les rapports entre théorie et pratique, entrecontemplation et
action. En tant que débat ouvert, celui-ci est récent. Dans les socié-
tés anciennes ol la spécialisation des fonctions n'avait pas atteint
le degré que nous Tui connaissons aujourd'hui, 1'organisation de
la vie quotidienne permettait & tous 1'exercice de plusieurs activités
a des rythmes plus adaptés a la machine biologique qui anime 1'homme,
permettant peut-&tre une pratique plus fréquente de la discussion
et de Ta méditation.

Le clivage entre praticiens et théoriciens n'a pu se
développer qu'avec 1'apparition d'un corps de plus en plus important
de techniciens, d'ingénieurs, et de mathématiciens. I1 est naturel
que la société s'interroge sur 1'intérét qu'offrent pour elle la
présence et 1'entretien d'une masse de spécialistes dans des domaines
aussi variés que 1'art, la philosophie ou les mathématiques. Avec
sans doute le souci apologétique de défendre sa corporation et 1'idée
philosophique qui justifie son existence, Euler fut parmi les premiers
mathématiciens a aborder, notamment dans ses Lettres @& la Princesse
de Cléves, le probléme de 1'utilité des mathématiques. Ses oeuvres
posthumes contiennent un article entier consacré & cette question
(Commentatio 790 indicis Enestremaini). Euler y fait 1'inventaire
des emplois de 1'analyse supérieure dans les différentes branches de
la physique. I1 conclut ainsi:

Je crois avoir amplement atteint le but que je m'étais proposé, de rendre
évidente I'extréme utilité de I'analyse supérieure. D'autres arguments, en grand
nombre, pourraient confirmer ma démonstration; je pourrais prouver que Tana-
lyse donne & l'esprit plus de vigueur et le rend plus apte & la recherche de la
vérité. Mais les ennemis des mathématiques trouveraient ici matiere & discussion.
Mes premiers arguments sont inéfutables, et je m'’y arréte.

Euler n'Gtablit pas de lien entre 1'utilité des mathématiques et
le degré de généralité qu'elles atteignent. Pourtant la profondeur
et 1'étendue des résultats obtenus par 1'analyse "supérieure" sont
trés 1iés au degré de généralité auquel elle parvient: recherche
de toutes les solutions, réelles ou non, des équations algébrigues,
généralisation de la notion élémentaire de dérivée, fournissent par

exemple des outils généraux pour poser etrésoudre les principaux
nrnhl13mac de 13 nhvcinne mathématione. En fait le proarés dans les
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m?thématiques et dans la résolution des probiémes qu'elles doivent
resouiirfe proviennent de la recherche de concepts dynamiques qui sont
les @léments moteurs des contructions, et de caractéristiques de
Plus en plus intrinséques de ces deux piliers sur lesquels est la
fondée 1a physique mathématique ou géométrie dynamique: le pilier
topologique d'une part, le pilier numérique d'autre part.

L'étude topologique a conduit & mettre en évidence les
notions essentielles de voisinage, d'orientation, de connexité. L'étu-
de numérique a permis de dégager les structures algébriques, groupe,
idéal en particulier. Des considérations dynamiques sont venus les
concepts utilisés en analyse de variation locale relative (dérivée),
de trajectoire (feuille), d'éléments singuliers, de formes différen-
tielles, d'opérateurs (transformations, représentations) de stabilité
et de bifurcation. Les théories générales permettent de faire 1la
synthése entre les différentes notions, elles facilitent les trans-
ferts de concepts entre sous-théories qui peuvent ainsi se féconder
mutuellement.

L'auteur est ici bien revenu de son point de vue trublion
d'autrefois - et révolté contre 1'arrogance de ses jeunes collégues
aussi ignorants que lui de la réalité enchevétrée du monde mathémati-
que. Dans une lettre publiée par Le Monde dans les années 70, nous
nous moquions des amateurs de boules et de sphéres qui, prenant les
choses de haut, n'arrivaient pourtant pas & résoudre les "simples”
problémes mathématiques que leur posaient les ingénieurs.

Le débat entre purs et appliqués &tait encore particuliérement vif
dans un pays comme la France, ou la tradition théorique est grande,
ol 1'esprit hiérarchique et féodal, qui mélange crainte et révolte,
imprégne encore insidieusement certaines mentalités, oli 1'animosité
des uns envers les autres hérite d'une tradition séculaire - un histo-
rien grec, Posidonios, s'en faisait déja 1'écho au premier siécle
avant Jésus-Christ. L'habitude n'est pas encore toujours et entiére-
ment acquise du respect d'autrui, de considérer que ce que fait 1'au-
tre est a priori bon et non pas mauvais. I1 est symptomatique qu'en
1982 encore, i1 nous ait &té suggéré d'organiser un colloque de mathé-
matiques appliquées pour faire piéce a 1'impérialisme de certains
puristes, et montrer que les mathématiques progressent, &galement
grace aux apports conceptuels tirés de 1'observation de la réalité
expérimentale, physique et quotidienne. Etant donnée 1'importance
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croissante de la communauté mathématique nationale et internationale,
on peut penser que ces oppositions locales entre purs et appliqués
n'ont guére d'impact sérieux sur le progrés des sciences. On veut
croire qu'avec une nouvelle formation des mathématiciens,
assise sur une culture mathématique mieux comprise, ces tensions
perdront de leur intensité. Comme 1'affirmait J.Leray, il n'y a pas
de mathématiques pures, i1 n'y a pas de mathématiques appliquées:

i1 existe tout simplement des mathématiques.
4.8 Ultime retour sur la continuité

Comme le rapporte Cantor, ]

La notion du »continup n'a pas seulement joué un réle important
dans le développement des sciences en général, elle a encore provoqué
de grands partages d'opinion et, par suite, de vives discussions.

Dedekind, et surtout Cantor, ont proposé, par 1'intermédiaire de
1'étude arithmétique, une .définition du continu mathématique. Cette
définition ne s'oppose pas & celle que 1'intuition nous donne du
continu physique, de maniére toujours confuse.

La question est de savoir si la position des continuistes
est plus forte que celle de leurs opposants. Nul n'est parvenu vrai-
ment & faire pencher la balance de son cOté, et il parait a priori
judicieux d'adopter un comportement pascalien: s'il se vante, je l'abaisse,
s'il s'abaisse, je le vante. C'€st bien en vertu de cette régle de sagesse
que 1'auteur a choisi le parti des continuistes face a celui, triom-
phant, des "atomistes".

Nous ne pouvons cependant nous défendre de pencher pour
1a continuité et de tenir la discontinuité pour une apparence, adop-
tant ici un réductionnisme poussé & 1'extréme, et considérant la repré-
sentation mathématique comme effectivement une représentation idéali-
sée de situations concrétes, ol certaines données é&chappent & 1'atten-
tion expérimentale. Ceci bien sir n'enléve rien a 1'intérét des concep-
tions atomistes: i1 peut étre plus utile selon le cas d'adopter 1'un
des points de vue de préférence a 1'autre.

D'aucuns peuvent par exemple employer le modéle discret
et récurrent pour faire apparaitre du chaos et de la turbulence,
ou au contraire considérer que la particule est une donnée physique
premiére. Cependant, si la particule occupe un domaine spatial de
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volume non nul, on peut, en premiére approximation, considérer que
son intérieur forme un ensemble homogéneet continu. Autrement dit
le continu est contenu dans le discret non mathématiquement et abs-
traitement ponctuel.

Inversement, tout continu peut &tre brisé par mille procé-
dés en parcelles continues. Prenons de la pate & tarte: pour un degré

, s . .
d'hygrométrie interne et un jeu de contraintes et de déformations
donnés, cette pate se brise en fragments. On peut alors concevoir
la discontinuité hydrodynamique comme une limite de transformations
continues. Ainsi, dans cette optique physique et hydrodynamique,
le discontinu est créé a partir du continu. Le collier d'Antoine,
le horseshoe de Shub-Smale, la fonction discontinue obtenue comme
limite d'une suite adaptée defonctions continues, sont des exemples
ol le discontinu parait comme la conséquence d'une infinité dénombra-
ble d'opérations continues. L‘atomiste pourra & son tour prétendre
que la continuité n'est pas absolue puisque le discret est contenu
dans 1'infinité dénombrable. Mais un tel argument parait spécieux.

La conviction de la prééminence de la continuité reste
1'affaire de 1'intuition. Et 1'on ne connait guére d'intuitifs qui
n‘aient été en faveur de cette primauté. Un Leibniz a certes proposé
un monde de monades. Cela ne 1'empéche pas de rester un continuiste:
les citations du paragraphe 2.8 en portent témoignage. On peut se
demander si les mathématiciens qui, Jjusqu'd aujourd'hui, ont honoré
Leibniz, auraient eu a 1'égard de Poncelet et de son principe, cette
attitude de semi-rejet, suivant en cela 1'effet de mode créé par

L ~ _ de lire
la personnalité du baron Cauchy. On ne peut qu'étre é&tonné sous la
plume de Poinceré, alors qu'il discute de 1'intuition, ces quelques
phrases: o, .

L’iptuition n’est pas forcément fondée sur le témoi-
gnage des sens; les sens deviendraient bientdt impuis-
sants; nous n¢ pouvons, par exemple, nous représenter
le chilogone, et cependant nous raisonnons par intuition
sur les polygones en général, qui comprennent le chilo-
gone comme cas particulier.

Vous savez ce que Poncelet entendait par le principe
de continuité, Ce qui est vrai d’une quantité réelie, disait
Poncelet, doit I'#tre d’'une quantité imaginaire; ce qui
est vrai de Phyperbole dont les asymptotes sont réelles,
doit donc &tre vrai de ellipse dont les asymptotes sont
imaginaires. Poncelet éwit I'un des csprits les plus
intuitifs de ce siécle; il I’était avec passion, presque avec
ostentation; il regardait le principe de continuité comme
une de ses conceptions les plus hardies, et

ce principe ne reposait pas sur le témoij sens;
c’énait phatdt concredire ce témoignage mmﬁ

I’hyperbole & lellipse. 1i n'y avait. I3 qu'une sorte de
ﬁmhﬁnveaimﬁmﬁn que je ne veux d'ail-
pas défendre.
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Poincaré dici fuit, n'approfondit pas. Ce comportement est, de sa
part, &tonnant. Que Poincaré ne doit-il pas au principe de continuité!
Poincaré s'est inspiré de 1'indice de Kronecker pour é&laborer son
propre indice: il a par la suite exploité de maniére systématique
la notion de lacet sous-jécente, soit en fabriquant le groupe fonda-
mental, soit en construisant 1'application de retour. C'est principa-
lement dans ses travaux topologiques que le principe de continuité,
a la suite des travaux de Poncelet et de Riemann, a &té utilisé avec
profit. Les &tudes de dynamique qualitative en portent également
la marque: par déformation continue, on reste & 1'intérieur d'une
classe de mouvements, ou bien 1'on bifurque vers une classe nouvelle
de comportements. La bifurcation nait de la continuité! La fuite
de Poincaré révéle Tla difficulté du probléme & traiter, mais aussi
combien ce principe de continuité est profond, au point de troubler
la quiétude de 1'inconscient. Cet abandon de Poincaré est au plus
haut point symptomatique des convictions intimes du grand mathémati-
cien.

La maniére aussi @éphémére qu'emploie Dieudonné pour exa-
miner cette question est conforme & 1'image qu'il donne habituellement
de son tempérament, emporté, ce qui ne devrait pas excluer quelque

forme de générosité:

Mais le mirage de la « pureté »
n’a pas que des avantages : il favorise le relichement de
la rigueur du raisonnement géométrique, en remplagant
(comme le fait déja Poncelet, dans des cas 4 vrai dire ne
tirant pas & conséquence) les raisonnements algébriques
élémentaires par des « principes » plus ou moins vagues,
introduits sans démonstration; et malgré les objections
qu’éléve déja Cauchy contre le bien-fondé de telles pra-
tiques, elles ne vont pas cesser de se répandre durant plus
d’un siécle (voir (VII, 19)). En outre, sans le secours de
I’algébre, Pintuition géométrique perd rapidement pied
devant la complexité des phénomeénes, notamment dés
que ’on aborde la géométrie dans des espaces de dimension
arbitraire (voir infra (IV, 9)); un exemple typique est la
classification des transformations linéaires, qui ne peut
guére étre maitrisée que par la théorie des diviseurs élémen-
taires; il semble bien que les méthodes de « Géométrie
pure » aient longtemps retardé la reconnaissance du réle
capital que doit jouer I’Algebre linéaire et multilinéaire en
Géométrie et en Analyse.

Le souci de rigueur et de clarté qui vient encore d'étre exprimé,
son caractére bouillant, passionné, poussent en général Dieudonné
a prendre des positions excessives. Sa tendance naturelle est d'affir-

mer des positions impératives; a force d'habitude peut-étre, le style
manque parfois de nuances, réserves et prudence, et il se pourrait
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bien que le mot, sous la plume de Dieudonné, absorbe parfois une
pensée plus riche, mais qui stagne dans les profondeurs de 1'incons-
cient.

Trois mathématiciens frangais au moins ont décoché des
fléches a Dieudonné: Denjoy, Malgrange, Reeb. Tous trois lui repro-
chentun caractére autoritaire marqué par le rejet des intuitionnistes,
une forme obscure de défiance & 1'encontre de 1'intuition elle-méme,
un manque d'ouverture sur les méthodes et problémes nouveaux.

Denjoy se livre au jeu plaisant de la satire. A vrai
dire, ces mots chargés d'humour quelque peu agressive ne portent

pas @ conséquence:

Avec notre débilite
mentale héritée des temps abolis, certains d'entre nous
sommes incapables de penser un groupement abstrait sans
en détacher un individu et lui donner une figure. Frappés de
I'aisance avec laquelle M. Dieudonné cite de mémoire Nicolas
Bourbaki, et afin de fixer cette polyvalence dans 'une de
ses déterminations possibles, nous trouverons commode de
voir Bourbaki sous les traits de M. Dieudonné.

L’axiomatisation des théories mathématiques parvenues
4 une maturité suffisante, tel est le principe de Bourbaki.

. L4 .

’ M. Goqscth, dans un exposé ou la fermeté de la pensée
€tait servie par une remarquable sfireté d’expression, a
objurgué les axiomatisants de ne jamais détourner leur vue
de ¢ I'horizon de réalités » d'ol sont montées les notions
fondamentales de la théorie que les derniers venus ont for-
malisée. M. Dieudonné n'a pas cédé un pouce de sa position.
Les axiomes se suffisent 4 eux-mémes. Tout ce qu.i a pu
originellement inspirer leurs formules doit étre rejeté au
néant.

L'erreur de présenter cette attilude de haute superbe
comme une nouveauté de I'esprit humain serait vénielle
partout, sauf au point de I'espace ol pous sommes en ce
moment réunis.

Un grand analyste étranger me disait un jour : « Sans
Lebesgue, lintégrale portant son nom aurait peut-itre at-
tendu cinquante ans avant d’étre découverte. > Si M. Bowl.
Baire et Lebesgue n’étajent pas nés avant lui, M. Dieudonns
n’aurait pas encore grand chose & axiomatiser.

Les bourbakistes auraient pu trouver a priori la classi
fication des fonctions par Baire. Mais obtenir log caractéres
distinctifs méme de 1a premidre classe &tail dme autre
tache, Nous admirons nos successetirs de planer trés haut.
dédaigneux de’ jeter -leur’ regard sur les basses altitudes.
Peut-8tre cela vaut-i} inieux- Je sais des sujets ol, quand
il a voulu toucher terre, Bourbaki a manqué de bonheur.

Les attaques lancées par Denjoy ont une visée sociologique
et psychologique. Elles atteignent avant tout la superbe de certains
mathématiciens, & qui la devise "en dehors de moi, pas de salut",
pourrait étre attribuée. Un tel comportement, s'il &tait constamment
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de régle, serait & la fois ridiculement naif et sclérosant dans 1'im-
médiat. Sur le pilanphilosophique, Denjoy s'en prend aux excés de
1'axiomatisation, et a ses effets localement néfastes. Si 1'on juge
sur un terme plus long, on trouvera bénéfique les efforts de restruc-
turation et de condensation des connaissances - Méfaits et bienfaits
de la méthode axiomatique ont fait 1'objet d'un article de G.Choquet;
la version frangaise de 1'article a pour titre L'analyse et Bourbaki.
Une fois la synthése faite, rien n'empéche la théorie de se développer
dans le cadre assigné par les axiomes. Que ce cadre paraisse a ses
auteurs, le jour ol il a été établi, comme le meilleur possible,
cela est nécessaire.Mais cette construction peut toujours étre remise
en question. I1 est dangereux de juger des événements sur de courtes
périodes, quand bien méme péserait une sorte de principe ergodique,
1'abondance spatiale des mathématiciens faisant pendant a leur &phémé-
re durée. Certes, toute axiomatique, surtout si elle est enseignée
3 de trés jeunes esprits, contribue & fixer la pensée dans des moules
de perception et de compréhension du réel, d'ol i1 peut devenir diffi-
cile de s'extraire. Mais 1'homme a toujours appris, jusqu'd présent,
3 étre critique de ses propres constructions, avec d'autant plus
de vigueur et de rapidité que 1'expérience sensible ou abstraite
conduit a imposer de nouvelles maniéres de voir, de nouveaux concepts:
leur dnsertion dans 1'édifice peut impliquer de reconsidérer son
architecture. Dans le devenir organique de la science, les phases
de structuration limpide des connaissances sont suivies de phases
plus voilées pendant lesquelles se préparent puis s'affermissent
les inventions. En fait les deux phases sont constamment mélées,
1'une parfois semblant 1'emporter sur 1'autre. Le processus de synthé-
se opére dans les deux cas; dans le premier, il vise @ la constitution
de bibliothéques du savoir; dans le second, en apportant de nouvelles
données 3 1'entendement, i1 peut &tre un adjuvant & la découverte.

Un des articles récents de Dieudonné a fait 1'objet de
critiques de la part de Reeb. Les voici sans autre commentaire:

Nul ne sera étonné, de ceci: l'article magistral et inaugural de
J.Dieudonné (contrairement 3 saz présentation, cet article n'est pas une simple
redite d'un écrit antérieur) entre de plain-pied dans la polémique. J'ai plaisir

3 relever trois affirmations fortes, et 3 mon avis, injustes :

Vi
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a)"Ce systdme répond correctement aux besoins de tous les mathématiciens,
excepté, bien slr, ... ceux que leur philosophie emp2che dfaccepter
les prémisses d'un tel systéme (i.e. les intuitionnistes)®.

Les intuitionnistes acceptent fort bien un "tel systdme", ils se
contentent d'attirer l'attention sur un fait: le "systime" ne parle peut-8tre
pas exactement de l'univers qu'il a l'ambition de de décrire.

b)"Dans ma jeunesse ... nous mettions Zermelo 3 toutes les auces ...
pour faire enrager les vieux qui n'aimaient pas cela".

Autres temps, autres moeurs; voir (c).

c)'il y a des gens qui vous disent Et que faites-vous de l'analyse non
standard ? . Ah! voild une belle invention ...; en réalité, c'était tout
simplement une méthode mathématique comme une autre, basée sur la notion d'ultra
produit"”.

On ne peut dire plus vrai: cependant, en balayant la vue des
intuitionnistes d'une boutade (a) , en n'aimant pas ce que font les jeunes

(b), Dieudonné se prive du plaisir d'ajouter des commentaires savoureux 2

1'insipide (c).

Cet article, ainsi sévérement jugé, a pour titre Mathématiques vides
et mathématiques significatives. Tout est donc blanc ou noir. A cette
provocation, involontaire ou non, on pourrait répondre d la maniére
de Malgrange, A propos d'un article (antérieur) de J.Dieudonné. I1
peut paraitre &tonnant que celui-ci ne s'apergoive pas de la facilité
avec laquelle i1 préte le flanc & la critique: c'est oublier que
1'équilibre de 1'individu s'est fagonné autour d'une palette de quali-
tés et de défauts avec lesquels il Jjoue avec aisance, qu'éloges ou
critiques ne parviendront pas & modifier, tant ce compliexe psychologi-
que est devenu stable. I1 serait fastidieux de décortiquer chaque
phrase du texte de Dieudonné, stimulante par ses vérités, ses erreurs,
ses excdés. Arrétons-nous quand méme, & titre d'exemple, sur le passage

suivant: )
Je crois

que I'on peut dire qu'on n'a jamais trouvé autant de résultats
nouveaux et importants qu'actuellement et, sans exagération,
qu'il s"est produit plus de mathématiques fondamentales depuis
1940 qu’il n'y en a eu entre Thalés et 1940. Il est possible de
prouver cela en dressant une liste des questions qui étaient
restées ouvertes pendant des dizaines d'années, voire des
siecles, et qui ont été résolues depuis 1940.

L'affirmation qu'il s'est produit plus de mathématiques fondamentales depuis 1940
qu'il n'y en a eu entre Thalds et 1940 est sans doute trés mal formulée,
i moins que 1'intention de Dieudonné n'ait &té d'évaluer, une fois
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de plus, la somme des résultats mathématiques publiés avant puis
aprés 1940. La comparaison entre les deux situations est trop banale
et évidente pour qu'on s'y arréte.

On serait plutét conduit & adopter 1'interprétation sui-
vante: Dieudonné penserait effectivement qu'en matiére d'apports
de fond, on aurait davantage fait, depuis 1940, que pendant toutes
les années et les siécles antérieurs. Une telle affirmation ne tient
pas, si elle soit étre discutée sur le plan des méthodes, sur le
plan des concepts de base et des théorémes essentiels a partir des-
quels les théorémes essentiels se développent.

Comme il existe une logique déductive dans le développe-
ment des mathématiques, les théorémes anciens, nécessaires 3 1'intel-
ligence des résultats nouveaux, sont enseignés et appris avant ces
derniers. I1s possédent ipso facto un caractére plus fondamental
que les théorémes nouveaux auxquels ils servent de substratum. Se
référant par exemple & sa propre théorie du déploiement universel
- on peut toujours reprocher & une référence personnelle de manquer
d'universalité - Thom considére comme théorémes essentiels, en algébre
celui sur le nombre de racines d'un polyndme, et en analyse, le théo-
réme d'existence des solutions des équations différentielles ordinai-
res, la transformation de Fourier, le théoréme de Sard sur la mesure
de 1'ensemble des singularités des applications différentiables,
le théoréme de préparation, celui des fonctions implicites, et Tle
théoréme de Stokes. Conceptuellement, mis & part le théoréme d'algébre
qui a &té deviné dés le seiziéme siécle, tous ces résultats ont &té
découverts au siécle dernier.

Sur le plan des méthodes, les principales d'entre elles
remontent aux Grecs, 3 Fermat, Newton, Monge, Fourier, Riemann, Poin-~
caré. Sur le plan conceptuel, pour qui attache de 1'importance a
Ta signification physique des notions mathématiques, retiendront
1'attention des notions nouvelles, comme par exemple celle d'espace
fibré (Ereshman), de distribution (L.Schwartz) et d'espace de Sobolev,
de feuilletage (Reeb) ou de stabilité d'une application (Whitney).
Notons que 1'apparition de ces notions avait déja été préparée par
1'activité passée des mathématiciens et des physiciens. Les introduc-
tions par Whitney de la notion de stratification, et par Grothendieck
de la notion de site peuvent sembler plus originales. Certes, de
trés nombreuses autres notions ont &té &tendues (celles de degré

157

et d'entropie notamment), ou bien ont vu le jour (faisceaux, espaces
annelés, capacités, toposes,...), mais les notions de fonction, fonc-
tionnelle et d'ensemble mesurable, de dérivée et de singularité,
de groupe, d'anneau et d'idé#al, de voisinage et de métrique, pour
ne citer qu'elles, sont nées bien avant 1940. Comme nous 1'avons
vu au troisiéme chapitre, la notion de forme différentielle mérite
une mention & part; par sa portée physique, il est loisible de 1la
considérer comme 1'une des notions mathématiques parmi les plus impor-
tantes. Son étude commence, dans le cas le plus simple, avec Clairaut.
Mais ce n'est qu'au siécle suivant qu'elle sera bien comprise, et
d'abord par certains physiciens.

Ces considérations auraient pu, bien siir, étre largement
développées par Dieudonné lui-méme: sa culture mathématique est exem-
plaire et pourrait devenir proverbiale. Disons qu'il a commis une
erreur de datation. Et qu'il fustige toujours avec bonheurl'esprit
de non-rigueur qui surgit parfois dans les é&crits plus littéraires
que mathématiques, rien n'est moins sir.

Pascal, Poincaré et Denjoy, se sont complus & opposer
différents types de sensibilité dintellectuelle. Si les génies A,
comme les appelle Denjoy, étaient seuls, face a face aux génies B,
cette société de guerre éclaterait. I1 est en fait bien des nuances
de caractére dans 1'olympe des A, et qui se révéle un B dans un cer-
tain domaine, peut plutdot faire figure de A dans d'autres champs
d'activité. Ces faits devraient conduire & la modestie plus souvent
qu'd 1'attitude triomphante. Et comme de plus, selon 1'expérience,
il arrive que 1'intérét des notions abstraites ne se dévoile que
plusieurs siécles aprés leur introduction, le savant de bon sens
est amené & méditer une fois encore 1'opinion de Montaigne, pour
qui tout sert en ménage.

Pour Choquet, Bourbaki est algébriste. Ce point de vue est
peut-étre un peu fort, et Dieudonné, interrogé, s'en défend. I1 est
certain toutefois que Tles tenants du bourbakisme essaient de tout
ramener 3 des termes algébriques. On peut imaginer que leur foi dans
1'algébre repose sur cette analogie de type aristoté]icien:“)

topologie _ algébre
géométrie arithmétique

(1) Aristotélicien ? Voire ! Lisons donc Platon (Gorgias 465 b): "je veux te parler

en m'exprimant 3 la fagon des géomdtres ... ltesthétique est 2 la gymnastique.ce
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Une telle analogie, fondée sur le sentiment, ne saurait étre proposée
en clair par les tenants de 1'école, 1'esprit tendu vers la rigueur.

On connait les succés obtenus par 1'arithmétisation de
la géométrie: traitement analytique des problémes de géométrie, déve-
loppement de 1'analyse, création de la théorie des ensembles et ses
conséquences, notamment dans 1'étude du continu et du discontinu,
la rigueur &tant un dénominateur commun a tous ces travaux. Le bilan
des résultats obtenus par 1'emploi en géométrie et en analyse des
techniques algébriques modernes est non moins impressionnant.

Mais nul mathématicien ne contesterait que les principaux
résultats émergent du subconscient, univers nuageux et sombre, sur
lequel la raison essaie de jeter des lumiéres pour que, dans un pre-
mier temps, se dessinent des visions. Le terme intuition recouvre
en partie ces activités de 1'esprit. La démonstration ne peut venir
qu'aprés ce travail parfois long et patient de reconnaissance des
formes mentales.

La controverse. scientifique se situe souvent entre la
découverte et la démonstration, au moment des premiéres &nonciations.
Peut-&tre parcequ'il éprouve le besoin d'étre mis en confiance et
rassuré, le public fera sur le champ 1'é@loge de celui qui démontre,
et laissera dans 1'ombre le premier inventeur.

Le monde n'a pas la mémoire des milieux trop peu dif-
férenciés et instables ol s'élaborent les formes initiales et passa-
géres. Ne peuvent étre gravées, sur les tables de 1'histoire, que
ces figures définitives, se détachant, é&clatantes de lumiére, sur
le fond de 1'inconnu, couleur bleu-nuit.
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Appendice 3

LES CONTROVERSES ET LE PROGRES SCIENTIFIQUE
Quelques Exemples en Mathématiques

Le texte qui suit résume deux exposés faits au Portugal
en Décembre 1985, respectivement & Evora, au Colloque organisé par
F.Gi1 sur les controverses scientifiques et philosophiques, et a
Lisbonne, au cours d'une table ronde consacrée au méme théme.

Alors que le présent ouvrage a été rédigé dans une pers-
pective historique, les exposés portugais se sont efforcés de présen-
ter les mémes faits dans le cadre d'une théorie structurée des contro-
verses, théorie dont le caractére embryonnaire est évident.

L'aphorisme d'Héraclite selon Tlequel "la guerre est le
pére et le roi de toutes choses" a constitué le point de départ de
ces exposés. On remarquait en particulier que tout conflit terri-
torial ou intellectuel, prenait naissance & propos d'objets dont
le statut est mal défini.

Lorsque du conflit est absentetoute connotation affective,
on qualifiera celui-ci de juridique. Mais il arrive fréquemment que
la source et 1'aliment du conflit soient de nature affective. Ainsi
peut-on répartir les controverses en deux classes, les controverses
affectives d'une part, les controverses juridiques de 1'autre, chaque
classe principale pouvant elle-méme é&tre subdivisée en deux sous-clas-
ses, selon le caractére global ou local de la controverse. Naturelle-
ment, nombre de controverses possédent des composantes affectives,

juridiques, globales et locales.

controverses effets
type caractére maléfiques neutres bénéfiques
* *
affectives global
local * *
1 *
juridiques globai
local *
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Une controverse affective est globale lorsque elle met
en jeu des comportements sociologiques et psychologiques collectifs.
Une telle controverse peut avoir des attendus politiques et ethniques.
L'interdiction d'entrer dans- les grandes universités, faite en URSS
aux brillants lycéens d'origine juive, le refus d'accorder dans ce
méme pays, le grade de docteur 3 Margulis, titulaire déja de la Mée-
daille Fields, son exclusion de 1'Académie des Sciences qui a brisé
la vie scientifique de Monge, sont des faits maléfiques au progrés
scientifique, sous-tendus par des controverses cachées de type affec-
tif et global.

Dans 1les controverses de type affectif et de caractére
lTocal, le rdle de la psychologie individuelle (susceptibilité, envie
et jalousie, ambition, orgueil et vanité, agressivité, malhonnéteté)
est primordial. Le comportement jaloux de Jean Bernoulli a 1'égard
de son frére Jacques et surtout de son fils Daniel est typiquement
caractériel. La part affective est majeure dans les controverses
sans conséquence entre ‘Descartes et Fermat, entre Borel et Lebesgue,
entre Dieudonné et ceux qu'il pourfend, entre Thom et les informati-
ciens ou les expérimentateurs. On sait au contraire combien de nom-
breux géométres frangais eurent & souffrir de 1'attitude de Cauchy
a Teur encontre.

Une controverse juridique est de caractére global lorsqu'
elle se rapporte & des concepts ou & des énoncés qui concernent un
large domaine du savoir. La controverse qui, autour du début du siécle
opposa les cantoriens aux constructivistes est un bon exemple de
controverse juridique globale. Les cantoriens admettent la validité
des propositions démontrant 1'existence d'une propriété ou d'un fait.
Les constructivistes n'acceptent que 1les démonstrations montrant
comment peut &tre construit un objet porteur de la propriété en ques-
tion. En général, les cantoriens tiennent pour vrais des &noncés
globaux: leur croyance en Dieu pourra étre le résultat d'une démons-
tration de la simple existence de Dieu. Les constructivistes diront
au contraire, construisez-moi Dieu, alors je croirai en Lui. Des
oppositions théologiques peuvent donc parfaitement se cacher sous
des controverses d'aspect moins profond. De fait, on connait mainte-
nant la place qu'a tenue la foi religieuse dans les oeuvres de Bolzano
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et de Cantor. Cette controverse a joué un rdle majeur dans 1a genése
et dans le développement du programme hilbertien. Ses conséquences
sur le devenir des mathématiques sont donc de la plus grande importan-
ce. Cette controverse n'intéresse plus guére aujourd'hui les mathéma-
ticiens. L'expérience a montré la validité de bien des &noncés canto-
riens dont on a pu donner des démonstrations constructives, et les
constructions axiomatiques sont d'ampleur suffisante pour absorber
la quasi totalité des énoncés. Ces constructions sont obligées d'ad-
mettre des axiomes de type cantorien, comme par exemple 1'axiome
du choix: le pragmatisme impose 1'acceptation de tels énoncés. I1
n'empéche que 1les démonstrations constructives sont trés prisées
par leur force persuasive; elles font découvrir le processus causal
qui réside a 1'origine des propriétés. La démonstration constructive
apporte de plus une richesse de renseignements utiles & la découverte
de nouveaux é&noncés. Si la position cantorienne a peut étre plus
de valeur métaphysique, le point de vue constructiviste présente
un net avantage sur le plan.de la pratique des mathématiques.

Parmi les controverses célébres, celle qui a opposé Ponce-
let & Cauchy posséde des aspects tant affectifs que juridiques. Fort
de 1'expérience acquise en analyse et & ses dépens, Cauchy doutait
de la validité du principe de continuité que Poncelet avangait et
défendait avec acharnement, approfondissant son oeuvre, développant
les aspects géométriques du principe de continuité. Cet exemple montre
qu'une controverse juridique stimule le chercheur dans son activite,
lui donne 1'occasion d'affermir ses positions, de conforter leur
assise. Elle force 1'auteur d'une thése & s'expliquer et d expliquer,
a vérifier & nouveau la solidité de ses hypothéses, & en étendre
davantage les conséquences. Ce n'est pas le seul aspect bénéfique
d'une controverse de ce type.

Le principe de continuité, de maniére consciente ou non,
a inspiré de nombreux travaux, réalisés méme par ceux qui, & leur
tour, critiquaient 1'imprécision du fameux principe. I1 est certain
qu'il reste un sujet important de controverse: la nature du continu
est mal comprise, tout comme sont mal &établis les rapports qu'entre-
tiennent continu et discontinu. I1 est vraisemblable que la notion
de singularité joue un rdle charniére dans 1'analyse de ces rapports.
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Toute une liste de résultats sur les limites de suites de fonctions
et de transformations (&tablis en particulier par Baire, Lebesgue,
Denjoy, Antoine, Smale) font penser que des énoncés gé&néraux restent
a établir qui subsument ces résultats. Ils devraient permettre de
montrer comment, en pétrissant convenablement un continuum, peuvent
naitre des sous-objets plus ou moins denses, dont les constituants
ont un caractére plus ou moins atomique. Les limites de validité
et le mode d'emploi du principe de continuité pourraient alors appa-
raitre plus clairement.

Se dégage alors cet aspect bénéfique de la controverse.

Celle-ci est publique. L'écho retentit au loin, & travers 1'espace
et le temps, du choc des idées défendues 1'aréne scientifique par
des orateurs de talent, par des savants de renom. Chacun prend alors
partie, renforce le camp de 1'un ou de 1'autre, ou encore avance
sur des positions nouvelles. La controverse donne ainsi une publicité
aux problémes posés, aux réponses proposées pour les résoudre, elle
contribue & éveiller 1'imagination du plus grand nombre pour que
surgissent les meilleure. solutions.

Le dernier exemple de controverse est de type juridique
et de caractére local. Il a trait au statut des logarithmes des nom-
bres négatifs, statut sur lequel s'opposérent pendant 16 ans Leibniz
et Bernoulli. L'un des intéréts majeurs de cette controverse est
de nous faire découvrir le cheminement de la pensée d'Euler qui sut
apporter les arguments irréfutables par lesquels la controverse fut
dépassée. Grossiérement, i1 semble qu'Euler parvint & établir une
synthése toute hégelienne entre les points de vue de Leibniz et ceux
de Bernoulli. Plus finement, ayant en mémoire les résultats de Ber-
noulli sur la division des angles, Euler relate que la solution lui
vint & 1'esprit grace & une analogie qu'il &tablit, et qui lui parut
tout au début un peu osée: Je wme suis imaginé que, de nm@me qu'une quantité
admet toujours deux racines carrées, trois racines cubiques, quatre racines biquadrati-
ques, etc, ainsi une quantité pourrait avoir une double moitié, un triple tiers, un
quadruple quart etc, dont l'un seulement serait réel, les autres imaginaires.

Comme toute solution d'un probléme, celle d'une controver-
se résulte d'une synthése causale entre résultats divers, et d'analo-
gies entre situations d&ja explorées, qui se présentent soit sous
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la forme d'exemples isolés, soit sous la forme d'énoncés relatifs
a des familles bien spécifiées d'exemples. Dans ce contexte, 1a mathé-
matique apparait comme une science causale, dont le but est 1'étude
des rapports organisationnels des objets: par exemple le nombre pi
caractérise, du point de vue métrique, le rapport entre 1‘'organisation
des ensembles de points d'un chemin circulaire d'une part, et d'un
chemin droit d'autre part, qui relient deux points d'un plan.

La conclusion générale de cette contribution 3 1'étude
des controverses porte sur Tleurs aspects maléfiques ou bénéfiques
sur le progrés des sciences. Dans 1'ensemble, les controverses affec-
tives ont des effets malé&fiques ou neutres, alors que les controverses
juridiques ont des effets bénéfiques. La controverse, qui partici-
pe des jeux de 1'esprit, est sans nul doute un facteur inévitable
du progrés scientifique. Mais elle n'a de valeur profonde que si
elle concerne les idées, et non point les hommes qui n'en sont que
les porte-parole.
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